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HAUPTAUFSÄTZE 


Über Stoß- und Gleitvorgänge an der Oberfläche 
von Flüssigkeiten. 


Von Herbert Wagner ın Berlin. 


(Aus dem flugwissenschaftlichen Institut der Technischen Hochschule zu Berlin.) 


jese Überlegungen wurden im Hinblick auf Start und Landung von Seeflugzeugen an- 
D gestellt‘). Es wird reibungsfreie unzusammendrückbare Flüssigkeit vorausgesetzt. Die 
Erdbeschleunigung wird vernachlässigt: die folgenden Überlegungen eelten daher um so ge- 
nauer, je kleiner der Körper ist und je schneller er sich bewegt. Bei lange währenden, vor allem 
bei stationären Vorgängen gelten diese Überlegungen nur in naher Umgebung des Körpers. 

Zuerst werden die Grenzbedingungeen an der freien Oberfläche hinsichtlich auftretender 
Unstetiekeiten untersucht. Je nach Art dieser Unstetigkeiten lassen sich zwei Arten von 
Flüssiekeitsbewegung unterscheiden, die man vielleicht als Stoß- und Gleitvorgänge ’) an- 
sprechen kann. 

Bei Stoßvorzeängen (Abb. 1, 2, 23 oben) besteht die freie Oberfläche während des 
betrachteten Zeitabschnittes aus den gleichen Flüssigekeitsteilehen '). Ist eine Kontur zwischen 








ei 
Abb. 1. Abb. 2. 


') Vgl. Vortrag des Verf. am Int. Kongr. f. Meech., Stoekholm 1930, und Vortr. d. Verf. vor der Wiss. Ges. f. 
Luftfahrt 1930, Z. f. Flugtecehnik u. Mot. (ZFM) 1931, Heft 1. Mit der Abschätzung der Stoßkraft beim Landen von 
Seellugzenugen beschäftigen sich die beiden mir nachträglich bekannt gewordenen Arbeiten: v. Karmaäan, „The Impaet 
on Seaplane Floats during Landing“* (Sonderdruck Washington, 1. Oktober 1929) und W. Papst, „Theorie des Lande 
stoßes von Seeflugzeugen“ (ZFM 1930, Heft 9). 

>) (Hleitvorgänge sind das gleiche wie Ausllußvorgänge, doch schien letzte Bezeichnung in diesem Zusammenhang 
unzweekmäßig. 

3) Will man den Grenzfall vollkommen gleichzeitigen Aufschlages einer Körperfläche nieht als Grenzfall eines 
sehr sehnellen Aufschlages (etwa nach $ 14) betrachten, so scheidet der entsprechende Teil der Flüssigkeitsoberfläche 
aus der freien Oberfläche aus und es entsteht kein Spritzer. Man muß dann die Kompressibilität berücksichtigen : statt 
der Spritzerenergie entsteht Schallenergie. Aber auch in diesem Grenzfall treten im Gegensatz zum Gleitvorgang 
keine neuen Flüssigkeitsteilehen an die Oberfläche. 
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freier Oberfläche und Körper vorhanden, so wird diese in ihrer ganzen Länge von Spitzen 
(Kanten von Flüssigkeitskeilen, Abb. 7) gebildet. Diese Spitzen arten oft zu Spritzern aus, 
die als Ausdruck der beim Stoß „vernichteten“ Bewegungsenergie aufgefaßt werden können. 
Stoßvorgänge sind durch die ursprüngliche Bewegung der Flüssigkeit und den Verlauf der 
Bewereune des Körpers eindeutie bestimmt. 

Bei Gleitvorgängen (Abb. 12, 26) gibt es längs der Kontur zwischen Körper- und 
Flüssiekeitsoberfläche Bereiche (z. B. Gleitkanten), längs welcher neue Flüssigkeitsteilchen an 
die Oberfläche treten. Zur Bestimmung von Gleitvorgängen sind außer der Angabe der ur- 
sprünglichen Bewegung der Flüssigkeit und des Verlaufs der Bewegung des Körpers Annahmen 
über die Lage der Ablösungsstelle der Strömung von der Körperoberfläche erforderlich. Ist 
im Bereich der Strömung eine vorspringende Kante vorhanden und soll unendlich großer Unter- 
druek an dieser Stelle vermieden werden, so muß die Ablösung längs dieser Kante stattfinden’). 

Der Gleitvorgang läßt sich vergleichen mit der Flüssigkeitsbewegung um einen Körper, 
von dem sieh eine Wirbellläche loslöst: die Bestimmung der Tangentialgeschwindigekeit der 
neu an die Oberfläche tretenden Flüssigkeitsteilchen entspricht der Bestimmung der Wirbel- 
stärke der neu entstehenden Wirbelfäden. 

Eingehend untersucht wird die Bewegung von Körpern mit sehr (unendlich) flachem 
Boden an der Flüssigkeitsoberfläche (Abb. 12). Die bisherige Behandlung des Problems mit 
Hilfe von Druckpunkten’) berücksichtigte die Erdbeschleunigung und gab eine Klärung des 
Wellenbildes. Sie war aber wegen Nichtbeachtung der am Vorderrand auftretenden Un- 
stetigkeit (Spritzer) nur in Sonderfällen ın der Lage, die Strömungsvorgänge in Körpernähe 
zu beschreiben und den Widerstand richtig zu berechnen. Vorliegende Arbeit zeigt, daß im 
betrachteten Grenzfall stationäre oder nicht stationäre Gleit- oder Stoßbewegungen eines 
lachen Bodens an der freien Oberfläche durch die „gleiche Tragflügelbewegung“ 
bestimmt sind: Mit Ausnahme des Spritzerbereiches herrscht an der Druckfläche des 
Bodens der gleiche Druck wie an der Unterseite des gleichen Tragtlügels; statt der 
beim Tragflügel auftretenden Saugkraft löst sich am Rande der Druckfläche ein Spritzer ab, 
dessen Energie der Widerstandsvermehrung infolge des Wegfalls der Saugkraft entspricht. 
Während beim Tragflügel der Widerstand nur vom Auftrieb abhängt (induzierter Widerstand), 
ist beim Boden der zusätzliche Widerstand infolge Wegfalls der Saugkraft auch bei gleichem 
Auftrieb für verschiedene Formgebung des Bodens verschieden. Einige Beispiele zeigen, wie 
sich die Randbedineung für die Kontur der Druckfläche (Erhebung der Flüssigkeitsteilchen 
eleich Höhe des Bodens, vel. $ 10) erfüllen läßt. 

Ferner werden Beziehungen für zweidimensionale Flüssigkeitsbewegung mit freier Ober- 
läche abeeleitet, wenn ein Ähnlichkeitszentrum vorhanden ist. Beispiele soleher Bewegung 
sind: das ebene Problem des Eindringens eines Keiles mit konstanter Geschwindigkeit V, in 
eine Flüssigkeit, die ursprünglich ebene oder keilförmige Oberfläche besaß (Abb. 2, 26, 29) 
und das achsensymmetrische Problem des Eindringens eines Kegels mit konstanter Geschwin- 
digkeit in eine Flüssigkeit mit ursprünglich ebener oder kegelförmiger Oberfläche. 

Schließlich wird der m. W. noch nicht behandelte Fall des stationären Gleitens einer 
ebenen Platte durehgereehnet (ebenes Problem, endlich großer Anstellwinkel). 


Bezeichnungen: Skalare mit lateinischen oder griechischen Buchstaben, Vektoren mit 
deutschen Buchstaben 


f Zeit 

4 Geschwindigkeitspotential 

vb eradyg,r Geschwindigkeit der Flüssigkeit 

4 Stockesscher Operator (für die substantielle Änderung) 

e. Kinheitsvektor senkrecht zur Oberfläche 

u ee Pr Normal- \ Komponente der Geschwindigkeit 

vy.r; Tangential- $ der Flüssiekeit an der Oberfläche 

SV Translationsgeschwindigkeit eines starren Körpers 

V, Normalgeschwindigekeit der Kontur eines (im allgemeinen seine 
Form verändernden) Körpers 

o spee. Dichte der Flüssigkeit. 


%) Auch der ın Abb. 23 Mitte gezeigte Vorgang ist wegen der Ablösungsstelle € (,Gleitkante“) ein Gleitvorgang. 
Seine allfällige Behandlung als Stoßvorgang ist eine Näherungsbetracehtung, die nur im Grenzfall nnendlieh dünner 
Spritzerdieke zu genauen Ergebnissen führt. 


5) hRLamb, Hydrodynamik, deutseh von Helly, 1931. S. 446 fl. (insbesondere Abb. S. 454) und S. 487 ff. 
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Ferner für das ebene Problem der Flüssigkeitsbewegung 


a Neigungswinkel der Oberfläche (meist bezogen auf die ursprünglich 
ebene Oberfläche) 

s Bogenlänge der Oberfläche 

n y. . . = r 5 . )* . rg‘ j . .. 

e, Einheitsvektor in Richtung der Tangente an die Oberfläche 

y Stromfunktion 

z—=c+iy komplexe Koordinate 

w=gp-+tiy komplexe Strömungsfunktion 

dw ps ’ 

re komplexe Geschwindigkeit. 


l. Grundlagen. 


1. Grenzbedingung. Als geometrische Grenzbedingung bezeichnen wir im folgenden 
die Beziehung, daß an der Oberfläche der Flüssigkeit (am Körper und an der freien Ober- 
fläche) die Normalgeschwindigkeit v,, der Flüssigkeit gleich ist der Fortbewegungsgeschwindigkeit 
der Oberfläche senkrecht zu sich selbst®.. An der freien Oberfläche werden wir sie beim 
ebenen Problem oft durch ihre „Differentialform* (vgl. Abb. 3) 


Da Od 


ut en3,- (l) 


ersetzen’), müssen dann aber an einer Stelle die ursprüngliche Bedingung selbst befriedigen. 
Hierzu kommt an der freien Oberfläche die dynamische Grenzbedingung. Da 
die freie Oberfläche eine Fläche konstanten Druckes ist, steht der Druckgradient und folglich 


Dv 2 ya u 
die Beschleunigung Di senkrecht auf die freie Oberfläche. Also fürs ebene Problem 
‚Dv N “ 
W Dt a eV Se a a: ae le Ser Sa RR, er a ae 
Oder mit 
De; Da 
Dt "Dt 
Dr, De,;v De, Da 
dv "y (>). 
It Dt It It 


Wir fassen die dynamische Grenzbedingung Gl. (3) mit der geometrischen Gl. (1) zusammen 





Dv; Od ' 
1‘ % n 
Dt n»n Os | ), 
. ci . ) . De, . . . 
Auch beim räumlichen Problem ıst py wesen der geometrischen Grenzbedingung be- 
stimmt durch die Angabe von vd an der freien Oberfläche: 
De, 
D} N: ee ae 
ID sat 
05 ) Ri 
Abh. 3. Abb. 4. 
6 Lamb; 1.6: 8; B 
”) Wir verwenden weil wir hier und bei allen späteren Angaben über den Gesehwindigkeitsverlanf an der 


Os 
Oberfläche lediglich die Geschwindigkeit der Flüssigkeitsteilehen der Oberfläche selbst in Betracht ziehen wollen. 
13* 
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Der dynamischen Grenzbedingung |e, Dt 0 wollen wir die Form geben: 
Dv, D De, De, 


(6). 


Tend- 


De De Di 


Wegen Gl. (4) bzw. Gl. (5) und GI. (6) gilt 


Satz 1: Ist zu einem Zeitpunkt für alle Flüssigkeitsteilchen der freien Oberfläche die Ge- 
schwindigkeit vd einschließlich ihrer Riehtungsableitung (in Riehtung der Oberfläche) bekannt, 
so ist für diese Teilchen auch die zeitliche Anderung der Tangentialgeschwindigkeit d, bekannt. 


2. Grenzbedingung bei unstetiger Krümmung. Vorbetrachtung: Für ein ebenes Problem 
der Flüssigkeitsbewegung gelte folgende Voraussetzung (Abb. 4): Auf einem Stück s, der 
freien Oberfläche verschiebe sich die Form der Oberfläche parallel zu sich selbst mit der 
zeitlich unveränderlichen Geschwindigkeit d,. Alle jeweils am Beginn B von s, befindlichen 
Flüssigkeitsteilchen sollen an dieser Stelle die gleiche Geschwindigkeit vd, haben. 

Wegen der geometrischen Grenzbedingung gilt längs s, für die „relative“ Geschwindigkeit 
der Flüssiekeitsteilchen e,U=v- v,, wobei U der Betrag der relativen Geschwindigkeit ist. 
Daraus d in die dynamische Grenzbedingung Gl. 2 eingesetzt, gibt = 0, d.h. für jedes 
Flüssigkeitsteilchen ist bei seiner Bewegung längs s, der Betrag 7’ konstant. Da im Punkte B 
für alle Flüssigkeitsteilchen 7 =|d, —d, | gleich groß ist, folgt aus obiger Voraussetzung: 
!’ ist längs s, konstant. 

Grenzübergang. Wir wenden diese Betrachtung auf einen sehr (unendlich) kleinen 
Bereich s,>0 an, längs dessen sich die Neigung der freien Oberfläche im allgemeinen um 
einen endlichen Winkel ändere (Abb. 5). An der B benachbarten Oberfläche außerhalb s, sei 
die Krümmung der Oberfläche und das Geschwindigkeitsfeld stetig und zeitlich stetig ver- 
änderlich. Für die Verschiebung dieses Bereiches s, mit einer stetig veränderlichen Ge- 
schwindigkeit d, ergibt obige Betrachtung: Ändert sich die Form der Oberfläche s, auf einem 
(endlichen) Wege W stetig‘), so ist längs s, in Jedem Augenblick U von einer Konstanten nur 

. AU 04  % 
um ‚11° verschieden, wobei 5 klein ist wie 1 Oder kurz gesagt: 

Satz 2: Für jeden kleinen Bereich s,—>0 der freien Oberfläche mit stetiger oder unstetiger 
Krümmung, dessen Form sich „nahezu unverändert“ mit einer Geschwindigkeit vd, verschiebt, 
eilt mit U = konst.: d - dv, >e,; U; d.h. die Grenzbedingung an der freien Oberfläche ist für 
das relative Geschwindigkeitsfeld v — vd, die gleiche wie bei einer stationären Strömung. 

Mit entsprechenden Stetigkeitsbedingungen läßt sich diese Betrachtung auch räumlich 
anstellen. Es ergibt sich mit den für das ebene Problem festgelegten Bezeichnungen 
vd, +e; HN, wobei 8 eine längs s, konstante Geschwindigkeit in Richtung der Kante 
darstellt. 


3. Strömung im Bereich unstetiger Krümmung. Ecken. Durch den unendlich kleinen 
Kreis r, umschließen wir die Unstetigkeit s, (Abb. 6) und das Flüssigkeitsgebiet @,. Das 
Flüssigkeitsgebiet @, liegt zwischen dem Kreis r, und dem (z. B. konzentrischen) größeren 
(aber immer noch unendlich kleinen) Kreis r,. Wegen Satz 2 ist d, längs BB, und de längs 
CC, konstant. Wegen des Satzes”) der Funktionentheorie „Besitzt eine in einem Gebiet ((@,) 
analytische Funktion an einem glatten Kurvenbogen die Randwerte Null, so ist sie identisch 





Wr di — f 
| —— (| 
\ = u 
”\ 
a ne 
Abb. 5. Abb. 6. Abb. 7. 


>) d. h. die im Maßstab vergrößerte Oberfläche soll ihren Charakter einer (mindestens stückweise) glatten 
S; 
Kurve beibehalten. Ferner soll es möglich sein, auf s; eine unendliehe Folge von Punkten (Abstand I) so auszuwählen, 
daß auf dem Wege IWW jedes J eine zeitlich stetig veränderliche Drehung um einen (im allgemeinen) endliehen Winkel 
erführt. 
», Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, Springer 1929, S. 375. 
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Null“ muß im Gebiet @, gelten: dd, =0. Daraus folgt de =d,, was wegen Satz 2 nur 
mit 2770, also mit v=d, verträglich ist. Längs der ganzen Kontur von @, ist folglich v=d,, 
also'’) auch in @, selbst. 

Sıtz 3: In einer einspringenden oder vorspringenden Unstetigkeit der freien Oberfläche, 
die mindestens um r, von anderen Unstetigkeiten oder der Körperoberfläche entfernt ist, ist 
die Geschwindigkeit der Flüssigkeit gleich der Geschwindigkeit d, der Unstetigkeit. 

Spitze des Spritzers. Mit Hilfe des gleichen Satzes der Funktionentheorie läßt 


. ... Y ul * .. S ® r ’. » hd .. 
sich für den Fall Abb. 7, daß längs „ die Kontur des Körpers und der freien Oberfläche 


stetig gekrümmt ist und daß die Normalgeschwindigkeit V,„ am Körper stetig und zeitlich 
stetig veränderlich ist, beweisen 
Satz 4: Bildet die freie Oberfläche mit der Körperoberfläche eine Spitze, so ist die Ge- 
schwindigkeit der Flüssigkeit in der Spitze gleich der Geschwindigkeit der Spitze. 
Wurzel des Spritzers. Wir betraenten den Fall einer Unstetigkeit in Körpernähe. 
Mit Hilfe der Methode von Schwarz-Christoffel'') finden wir für die Strömung Abb. 8 
dw t+]|I ] dz dı 
und din i 
dt T dw (+l)yr 
r ist die komplexe Hilfsebene. Ist !’ die Geschwindigkeit an der freien Oberfläche und 
öd die Spritzerdicke, so erhalten wir daraus 


) 
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7) 
[RAzssZe] 
Abb. 8. 
Die freie Oberfläche ist gegeben dureh 
ee P a/y P 
De - ( 
2, ) Te | In 15 | re a or 
Am Boden (negativ reelle r) herrscht der Flüssigkeitsdruck (vgl. Abb. 9): 
a ee ee er 
(1+y-— ı/ 
l u 
Der maximale Druck pa = 5 oU? tritt an der Stelle r- I, also @2=0 auf. Die Druck- 
kraft P,, auf das Stück des Bodens zwischen z und 2= +» ist P.=- odU?y rt. Für 
a 
WE Ö 
T>- x Ist nach Gl. (8) Den also 
für 2>-—-x wird Po>to0®| = er Tr EEE 


10) vgl. Lamb, 1. e. S. 4. 
11) Lamb, |. e. 8. Im, 
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Überlagert man der Strömung Abb. S eine konstante Geschwindigkeit »,, so entsteht 
eine im engen Sinn des Wortes nıchtstationäre Strömung, ohne daß sich die Druckverteilung 
ändert. Überlagert man insbesondere eine Geschwindiekeit »,—l’ ın Richtung des Bodens 
(Abb. 9), also wegen Gl. % 


d 
m, "| - (I-+Inr BE a a a (12), 





so herrseht an der freien Oberfläche hinreichend weit außerhalb des Spritzers die Tangential- 
geschwindigkeit Null. Für so große z bzw. r, daß man Inr gegenüber Yr vernachlässigen 
kann, geht Gl. 12 bei Beachtung von Gl. S über ın 


) 
. . E n, .) 
w, ot, z | I A EI, GN a N EEE 
Kine der hier beschriebenen ähnlichen Strömung tritt in einem kleinen Bereich wohl bei 
jedem Stoß- und Gleitvorgang auf. 


(Gleitkante. Wir wenden Satz 2 auf die freie Oberfläche hinter einer Gleitkante an. 
Stetige Krümmung der Körperoberfläche an dieser Stelle vorausgesetzt, wird (vgl. Abb. 10) 
die relative Strömung in einem Bereich (unendlich) kleiner z gegeben durch 


11° 
dz idw 


z ti [Ih ” 
Aln 5. HER also 2\e-' AU d were 3, PTR 
dw +) m A i 


A ist eine den Maßstab bestimmende Konstante, 7’ ist die relative Tangentialgeschwindigkeit. 


4. Eindeutigkeit. Bei einem Stoßkvorgang sei zur Zeit {=0 die Form von freier Ober- 
fläche und Körperoberfläche und das Geschwindigkeitsfeld der Flüssigkeit gegeben. Für 0 
sei der Verlauf der bewegten Grenze der Körperoberfläche (V,,) gegeben. Treten ım Verlauf 
der Zeit keine neuen Flüssigkeitsteilchen an die freie Oberfläche (Stoßvorgang), so ist dureh 
diese Angaben der zeitliche Verlauf der Strömung eindeutig bestimmt, denn: 


Durch Angabe des Geschwindigkeitsfeldes (also auch von ®,) zur Zeit # ıst die Form 
der Oberfläche zur Zeit #-+-dt eindeutig bestimmt. An der Körperoberfläche ist voraus- 
setzungsgemäß V, auch zur Zeit t+dt gegeben. An der freien Oberfläche ist vd; zur Zeit 
+-(dt (nach Satz 1) und daraus bei einfach zusammenhängender Oberfläche auch 9 (abge.- 
sehen von einer bedeutungslosen Konstanten) eindeutig bestimmbar. Durch diese Angaben 
V, bzw. g ist das Geschwindigkeitsfeld der Flüssigkeit zur Zeit + dt eindeutig bestimmt '?) 
und somit auch », an der freien Oberfläche eindeutig berechenbar. Usw. für alle späteren 
dt. Dabei dürfen nur die oben geklärten Unstetigkeiten (außer Gleitkanten) auftreten. Auf 
dem Wege dieses Beweises ließen sich (wenn auch sehr umständlich) allgemeine Fälle nicht- 
stationärer Stoßvorgänge tatsächlich berechnen. 
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\bb. 1m. Abh. 11. Abb. 12. 


Bei Gleitvorzängen ist 


es nach Abb. 10 für die Strömung in Umgebung der Ab- 
lösunesstelle gleicheültie, ob die 


Ablösungsstelle eine Gleitkante ist oder ob sich hinter der 


12) ,amb, 1. c. S. 4. 
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Ablösunesstelle der Boden stetige gekrümmt fortsetzt. Ist für letzten Fall der zeitliche Ver- 
lauf der Lage der Ablösungsstelle gegeben '*), so sind beide Probleme gleichwertig. 

Es scheint mir zweifelsfrei, daß ein Gleitvorgang eindeutig bestimmt ist durch Angabe 
von Oberfläche und Geschwindigkeitsfeld der Flüssigkeit zur Zeit £=0 und durch Angabe 
les Verlaufs von Körperkontur und Lage der Ablösungsstelle für 0. Die für Stoßvorgänge 
oebrauchte Beweisführung stößt hier aber auf folgende Schwieriekeit. Während der Zeit dt 
hat sich ein neues Stückehen der freien Oberfläche gebildet, dessen Tangentialgeschwindigkeit 
nicht nach Satz 1 bestimmbar ist. Es scheint nun, daß diese Geschwindigkeit vd; für das un- 
endlich kleine neue Stückchen der Oberfläche durch die Strömung Abb. 10 bestimmt ist: es 
müßten sich für die Zeit t+dt die Größen A und U der Gl. 15 so bestimmen lassen, daß 
dieses Geschwindigkeitsfeld glatt übergeht ın den angrenzenden Bereich. Ich habe aber diese 
Überlegung nicht näher, durchgeführt. 

Abhebevorgänge. Es ist mir nieht gelungen, Klarheit über die Vorgänge beim Ab- 
heben eines Körpers von der Oberfläche der Flüssigkeit zu erhalten (Abb. 11), wenn in einem 
Bereich € sich zurückziehender Körperoberfläche andere als die bisher besprochenen Arten 
von Unstetigkeiten auftreten. Von solehen Strömungsvorgängen ist weiterhin nicht mehr 
die Rede. 


II. Unendlich flacher Boden. 


5. Bezeichnungen und Bereiche. Die «den halben Raum vollständig erfüllende Flüssigkeit 
besitze ursprünglich ebene Oberfläche. Sie sei ursprünglich in Ruhe. Durch die Bewegung 
des Bodens eines Körpers an der Oberfläche (Abb. 12) entstehe eine Flüssigkeitsbewegung 
(räumliches Problem). Wir betrachten den Grenzfall, daß die Neigung 5 der Druckfläche 
vegenüber der ursprünglichen Oberfläche der Flüssigkeit an jeder Stelle unendlich klein ist. 

Die Druckfläche besitze im Grundriß nach jeder Richtung endliche Ausdehnung. Die 
Normalgeschwindigkeit V, an der Druckfläche, deren Größenordnung wir willkürlich fest- 
setzen können, sei klein wie 5. Die seit Beginn des Vorganges verlaufene Zeit, während 
welcher die unendlich kleine Eintauchtiefe (klein wie 5) erreicht wurde, ist folglich endlich. 

Wir zerlegen den von Flüssigkeit erfüllten Raum in die Bereiche (Abb. 12) 

Hauptbereich (Hauptströmung) 
Spritzerwurzel (Wurzelströmung) '') 
Spritzer. 
Hauptbereich und Spritzerwurzel haben gemeinsam den Grenzbereich. 


Die zeitlich veränderliche Kontur der Druckfläche wird gebildet (Abb. 12) 
am Vorderrand, d. h. an Stellen, an welchen sie sich (mit der Geschwindigkeit d,) 
ausbreitet, durch die Spritzerwurzel 
an Stellen, an welchen sie sich zurückzieht, durch die Gleitkante. 

Als gleiche Tragflügelbewegung bezeichnen wir die nichtstationäre Bewegung 
einer unendlich dünnen Platte, die in jedem Augenblick gleiche Form, Kontur und Geschwin- 
digekeiten V,, besitzt wie die Druckfläche, ın allseitig ausgedehnter, im Unendlichen ruhender 
Flüssigkeit (vgl. Abb. 13 rechts). 


6. Geometrische Beziehung. In beiden Fällen Abb. 13 werde im betrachteten Augenblick 
durch die gleiche Bewegung gleicher Platten die gleiche Geschwindigkeit V,, hervorgerufen: 


ılalbraum: Die Strömung Gleiche Tragflügelströ 
ist eindeutig bestimmt dureh mung: Diese Strömung im 
die Angabe von V„ an der Een 009 einfach zusammenhängenden 
Druckfläche und von g an der i Fk r g Raum ist eindeutig bestimmt 
freien Oberfläche. Die An . n ] | | dureh die Angabe der Ge- 
gabe 9 kann ersetzt werden fl P sro De schwindigkeit P’ „ander Trag 
: t u.N2 ebene 

dureh die Angabe eines Msn ’ i flügellläche und die Angabe 
zirkulationsfreien Geschwin ES iii \N\D Be FE UN 3 der Unstetigkeiten. Als solehe 
digkeitsfeldes vy an der freien y l:2X seien in der Hauptebene 

Oberfläche. Wirbelflächen von der Stärke 


2[e„vr] vorhanden. 
Abb. 13. 


13) Die Wahl der Ablösungsstelle ist bei stetier gekrimmtem Boden der einsehränkenden Bedingung unterworfen, 
daß sieh die Strömung nach außen von der Bodenfläche ablöst. Dies ist entsprechend der Strömung Abb. 10 mit 
einem Drucekanstieg in Riehtung der Geschwindigkeit verbunden. Es liegt nahe, die Ablösungsstelle so zu wählen, daß 
dieser Druekanstieg vermieden wird. Dies kann dureh die als Grenzfall mögliche Bedingung stetiger Krümmung an 
dieser Stelle gerade noch erreieht werden. Beim Gleiten von Flugbooten (schwach gekrümmter Boden, große 
Reynoldssche Zahl) löst sieh die Flüssigkeit, wie man aus Versuchen sehließen kann, unter Umständen erst weit 
hinter dem Druckminimum ab. 

14) Für unsern Grenzfall 3>0 wird sieh ergeben, daß die Spritzerwurzel unendlich dünn ist. 
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Sind gleiche vd, gezeben, so folet die Identität beider Geschwindigkeitsfelder im unteren Halb- 
raum für diesen Zeitpunkt aus der Identität und Eindeutigkeit beider Grenzbedingungen. 

Im Sinne dieses Vergleiches sprechen wir auch bei der Strömung im Halbraum von 
„Wirbelstärke* 2[e,v;] und „Zirkulation* !=22.*). 

ls läßt sich leicht beweisen: Ist d,; und dessen Richtungsableitung an der freien Ober- 
läche stetig (dies wollen wir voraussetzen) und ist d;, ebenso wie V,„, klein wie 5, so ist 
auch »,„ an der freien Oberfläche stetig und klein wie 5. Nur gegen den Rand der Druckfläche 
hin wird »,„, im allgemeinen unstetig (unendlich groß). 

Wir zeigen noch (der Einfachheit halber fürs ebene Problem), daß die stillschweigende 
Voraussetzung unendlich kleiner Neigung der freien Oberfläche zutrifft: In stetigen Bereichen 
Da OL : tn 
ist wegen Gl. (1) Di na, und wegen a 0 für =0 die Neigung a der freien Oberfläche 


klein wie vd, also klein wie 5. Dies gilt auch fürs räumliche Problem. 


7. Dynamische Beziehung. Für die Anderung Ar; der Tangentialgeschwindigkeit v; 
während eines Zeitabsehnitts If gilt in stetigen Bereichen nach Gl. (3) fürs ebene Problem: 
gt Ja(Jt) 


min, 7 \ruda. 


|», ist folglich klein wie ®, la, also klein wie 5°, also hinsichtlich der Bestimmung des 
Geschwindigkeitsfeldes Abb. 13 aus den Grenzbedinzeungen gegenüber den anderen Ge- 
schwindiekeiten vernachlässiebar klein. Da sich fürs räumliche Problem aus Gl. (6) das 
eleiche ergibt, gilt 


Satz 5: In einem stetigen Bereich der freien Oberfläche ist die Tangentialgeschwindig- 
keit dv, zeitlich unveränderlieh. Flüssiekeitsteilchen, welche seit ?=0 der freien Oberfläche 
anzehören, besitzen die Tangentialgeschwindigkeit Null. Treten Flüssigkeitsteilchen hinter 
einer Gleitkante mit einer Tangentialgeschwindigkeit dv; (klein wie 5) an die freie Oberfläche, 
so behalten sie diese unverändert bei. 

Dies entspricht genau der Bedingung für den Fortbestand der Wirbelfläche hinter dem 
eleichen Tragflügel'®). 

untstehung von d,. Nach Satz 5 können nur neu an die Oberfläche getretene 
"lüssigkeitsteilchen dv; besitzen. Wie bereits bemerkt, würde durch willkürlich gegebenes 
vd, ım allgemeinen an der Gleitkante unendlich große Geschwindigkeit »,„ bedingt. Längs der 
(Gleitkante muß aber nach Gl. (14) v„ endlich sein. Wir bestimmen folglich das neuent- 
stehende v, für jeden Augenblick aus der Stetizrkeitsbedingung an der Gleitkante. Dies ist 
zufolge der bereits gezeigten Identitäten $6 und Satz 5 identisch mit der Berechnung der 
Wirbellläche hinter dem gleichen Tragflügel aus der Stetiekeitsbedingung an der Hinterkante '”). 


S. Spritzerwurzel. Am Vorderrand wird vd (im allgemeinen) unstetige. Wir legen durch 
einen Punkt des Vorderrandes senkrecht zu diesem eine komplexe Zahlenebene z. 
Beim gleichen Tragflügel sınd Strömungsfunktion ws im nahen Bereich der Vorder- 
kante und hier ausgeübte spezifische Saugkraft © gegeben durch (© = Konstante) '*) 
JT 


ns=0V—z ... . (16) und Si=Tet’ as en a 


Wie leicht zu zeigen, ist £ klein wıe p°. 


Beim Gleit- oder Stoßvorgang wird nach Gl. (1) durch unstetiges ,„ unstetige Krümmung 
der freien Oberfläche bedingt. Da außerhalb der Unstetiekeit an der freien Oberfläche vd, = 0 
ist, versuchen wir, ob im unstetigen Bereich das Geschwindigkeitsfeld w, nach Gl. (12) 
(Abb. 9) herrscht: 

Wir wählen den Durchmesser des Grenzbereiches einerseits unendlich klein (klein wie p) 
eegenüber den Abmessungen der Druckfläche, so daß dort die der Tragflügelströmung identische 


B 
15) Ist im Unendlichen die Geschwindigkeit v. ==0, so ist !=2\(v vr) dr zu setzen. 
A 
16) Verf. „Uber die Entstehung des dynamischen Auftriebes von Tragflügeln“, ZAMM, 1925, Heft 1, S 2. 
17), Verf. 1.e.% 1. Dieser Vergleich ist nur dann eindeutig, wenn die Bestimmung der Wirbelstärke beim 


Tragllügelproblem aus der Stetigkeitsbedingung an der Kante eindeutig ist. Dies scheint aber zweifelsfrei. Sollte 
dies jedoeh z. B. in besonderen Fällen nieht zutreffen, so müßte die Mehrdeutigkeit in eine Mehrdeutigkeit der auf 
Grund dieser Bedingung angesetzten Integralgleichung zum Ausdruck kommen. Die Integralgleichung ZAMM 1925, 
(il. Ss scheint eindeutig zu sein. 

Is), Grammel, „Hydrodynamische Grundlagen des Fluges“, Braunsehweig 1917, 8. 21. 
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Strömung des Gleit- oder Stoßvorganges gegeben ist durch Gl. (16), andererseits aber unendlich 


u 75 
roß [groti wie ‚| gegenüber der Spritzerdicke d, so daß Inr gegenüber y r vernachlässigt 
\ P 
werden kann [vel. Gl. (13)|. In diesem Grenzbereich gehen Hauptströmung und Wurzel- 
trömung glatt ineinander über (w, my), wenn wir längs des ganzen Vorderrandes die 
Spritzerdieke wählen zu [vgl. Gl. (13) mit Gl. (16) und Gl. A7)] 


na U" 
I6 »,® oe (15). 
Da sich 9 klein wie Z&, also klein wie /° ergibt, erweist sich unsere Größenordnungs- 
betrachtung nachträglich‘ als zulässig. 
jerechnet man für den Hauptbereieh gegen den Vorderrand zu die Form der freien 
Oberfläche entsprechend der dort herrschenden Strömungsfunktion w,, so erkennt man. daß 
ım Grenzbereich auch die Form der Oberfläche des Hauptbereiches glatt übergeht in «die der 
Spritzerwurzel Gl. (9), wenn Gl. (15) erfüllt ist '”). Ferner erkennt man, daß im Grenzbereich 
die Neigung der Oberfläche noch unendlich klein ist. und daß hier auch v; unendlich klein 
ist gegenüber ®„, daß hier also die Grenzbedingungen wie im Hauptbereich erfüllt sınd. 


9. Zusammenfassung. Wir vergleichen unsern Gleit- oder Stoßvorgang mit der gleichen 
Tragflügelbewegung. 3ei der gleichen Tragflügelbewegung herrscht in der Hauptebene 
außerhalb des Tragflügels aus Symmetriegründen der Druck p==0. Die Gleichheit dieser 
Bedingung und die Gleichheit der Normalgeschwindigkeit V, an Druckfläche bzw. Tragflügel, 
ferner die gleiche Stetirkeitsbedingung an Gleitkante bzw. Hinterkante führen «azu, daß ım 
Hauptbereich (unterer Halbraum) in beiden Fällen jederzeit gleiche Strömungen herrschen. 
Nur im unendlich kleinen Unstetigkeitsbereich am Vorderrand tritt statt der Saugkraft unser 
Spritzer auf. 

Dieses aus zwei örtlich verschiedenen Bereichen zusammengesetzte Geschwindigkeitsfeld 
erfüllt im Grenzfall 5 >V0 (vorausgesetzt, daß Gl. (18) zeitlich stetig veränderliches d ergibt, daß also 
die Stetigkeitsbedingungen $ 2 erfüllt sind), längs der ganzen freien Oberfläche (Hauptbereich, 
(Grenzbereich, Spritzerwurzel) die geometrische und die dynamische Grenzbedingung und 
erfüllt die Grenzbedingung v„=N\,„ an der Druckfläche. Haupt- und Wurzelströmung gehen 
olatt ineinander über; das Geschwindigkeitsfeld ist im ganzen Bereich drehungs- und quellenfrei. 

Das im Spritzer abgeschleuderte Wasser bewegt sich mit zeitlich unveränderter Ge- 
schwindigkeit fort. 

Kraftwirkung. Der Druck auf die Bodenfläche ist an Jeder Stelle des Hauptbereiches 
venau so eroß wie der Druck auf die untere Seite des Tragflügels, in diesem Grenzfall also 
halb so groß wie die Druckdifferenz zwischen Oberseite und Unterseite. 


Der Wurzelbereich |bis „ >pin Gl.(11)) ist klein wie 5%. Folglich ist nach Gl. (ID) 


(ie im Bereich der Spritzerwurzel ausgeübte Kraft klein wie 9°" und kann bezüglich Auftrieb 
und Widerstand vernachlässigt werden. 


Satz 6: In jedem Augenblick ist die Größe der Auftriebskraft der Bodenfläche (nicht- 
stationäres räumliches Problem) halb so groß wie bei der gleichen Tragflügelbewegung. Auch 
die Lage der Kräfte stimmt in beiden Fällen überein. 

(Gegenüber dem Widerstand Wr des gleichen Tragfiügels fällt die Saugkraft weg. Für 
den Widerstand W der Gleitlläche beim niehtstationären räumlichen Problem gilt also 


x _ 


Br—\Sdu).. : 2» » 28 2.50.80 


rn 
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| 
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Das Integral ist über alle Elemente du (Abb. 12) des Vorderrandes zu erstrecken. 


Energiebetrachtung. Das auf der Breiteneinheit Ja 1 der Spritzerwurzel ın der 


Zeit dt neu entstehende Spritzervolumen dr, dt besitzt eine Geschwindigkeit 2», und folg- 


u 


a RN Oo 
lich eine Bewegungsenergie dT---,0-dv,dt-(2r,)’. Mit Gl. (18) wird dT=v,dt- ,„. Dies 


sagt, daß die auf dem Wege »,dt der Vorderkante infolge Wegfalls der halben Saugkraft 


(NV 


gegenüber dem gleichen Tragflügel erforderliche Mehrarbeit als „vernichtete* Bewegungs- 


Pe 
iw 


energie im Spritzwasser erscheint. 


19) Man kann auch diese Bedingung zur Aufstellung von Gl. (18) verwenden. 
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10. Integralgleichung der Stoßbewegung. Für den betrachteten Grenzfall #>V0 einer Sto&ß- 
bewegung sei ursprünglich ruhende Flüssigkeit bei ebener Oberfläche gegeben. Ferner sei 
(Abb. 14) für den ganzen zeitlichen Verlauf die Erhebung 7, aller Punkte vr, der Bodentläche 
zegeben, also 7, 7» (f,x,) und daraus ihre Normalgeschwindigkeit V„= V,,(t.x,). Es ist 
der zeitliche Verlauf der Kontur der Druckfläche zu suchen; die Radienvektoren t, der Kontur 
(vel. Abb. 12) wollen wir angeben durch ihren Betrag r, (t, 2). 





Abb. 14. 


Wir denken fürs erste den zeitlichen Verlauf der Kontur r, (t,/) gezeben. Durch Lösung 
des in Abb. 13 gezeigten Strömungsproblems in grundsätzlich bekannter Weise erhalten wir 
nun die Gesehwindiekeit »,=r,(t, # für die freie Oberfläche. Wir bezeiehnen diese Ge- 
schwindiekeit mit 7, {v, V,, |, > r, (#, z7)|}, um anzudeuten, daß diese Geschwindigkeit an der 
Stelle r zur Zeit # abhängt von den zegebenen Geschwindiekeiten V,, zu dieser Zeit # für alle 
innerhalb der augenblieklichen Kontur r,(#,4/) der Druckfläche liegt. Die Er- 

f 


Y,. Sowelt Tj 


J 


hebung der Flüssirkeitsteilchen Ist dann 7 =\®, dt. Das Flüssigkeitsteilchen hebt sich immer 
u 

weiter dem Boden entgegen und erreicht ihn schließlich zur Zeit f,, wenn seine Erhebung 

so eroß geworden ist wie die des Bodens an dieser Stelle tr, der Kontur der Druckfläche ?°) 

zu dieser Zeit f,. also 


nl, rer ir, 


r u 


BRETT DBBE;- 4-5 40, 


09 


Aus dieser Integralgeleichung, die für jedes #, längs der ganzen Kontur (also von = 0 bis 
> a) erfüllt sein muß, ist r, (#,4) zu bestimmen. 


Beim Gleitvorgang ist voraussetzungsgemäß der zeitliche Verlauf der Gleitkante gegeben. 
Die an der Gleitkante automatisch erfüllte Bedingung G]. (20) ist nur für den Vorderrand 
auszuwerten. Als Komplikation kommt hinzu, daß ”, noch von dv; abhängt, wobei d;, seiner- 
seits aus der als Interralzeleichung aufzufassenden Stetiekeitsbedingung an der Gleitkante zu 
bestimmen ist. Von näheren Ausführungen wollen wir absehen. 


Die folgenden Beispiele geben Lösungen für dieses Problem ın besonders einfachen 
Fällen. Wir werden dabei aber nicht auf die allgemeine Form der Integralzleichung zurück- 
ereifen 


Ill. Beispiele für unendlich flachen Boden. 


11. Stationäres Gleiten. Ebenes Problem. Beim stationären Gleiten ist der Auftrieb A gleich 
dem halben Auftrieb des stationär bewegten gleichen Tragflügels; der Widerstand W’ ist gleich 
der halben Saugkraft dieses Tragflügels. So ist z. B. entsprechend der Tragflügeltheorie für 
eine kreisförmige Druckfläche mit dem Wölbungspfeil f, der Tiefe (Profiltiefe) 2e der Druck- 
äche (vgl. Abb. 15) und dem Anstellwinkel 5, der Sehne 


f W 
), Toy” (f recPp,) 7 TO v’e Po 
(21). 
WM r | 7 
h ‚T ol elf Ber: cPß,) Ö ») Po 





\M -- Moment um die Vorderkante, b (unendlich große) Spannweite. Die Gleitkraft ist immer 
zum Mittelpunkt der Druckfläche gerichtet. 


In Abb. 15 sind für einige Druckflächen die Kräfte vergleichweise maßstäblich einge- 
zeichnet. Wir erkennen, daß für 5,0 widerstandsloses Gleiten möglich ist. Obige Gleichungen 
gelten auch für negatives f, nicht aber für negatives /,. da dann die Vorderkante überspült 
wird und eine andere Strömung eintritt 


0» 


>0, Eine nähere Überlegung zeigt, daß man über den Wurzelbereieh integrieren kann, ohne von der speziellen 
Form der Unstetigekeit (Wurzelströmung) Notiz zu nehmen. 
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Denken wir uns die Gleitfläche ruhend und die Flüssigkeit bewegt, so erkennen wir, 
aß (abgesehen von unendlich kleinen Größen höherer Ordnung) die freie Oberfläche identisch 
+ mit der Stromlinie (Bahnlinie), die bei der Tragflügelbewegung vom Tragflügel ausgeht. 

Die in $ 17 berechnete Plattenströmung geht für 5, > in die hier gezeigte Strömung über. 


As % 


W:+08 ‚ BE u 


A=-2 j 
N #0 45 / FT ul i 





Abb. 15; 


12. Stationäres Gleiten. Grenzfall breiter Gleitfläche. Die Spannweite 5°’) (Abb. 17) seı 
im betrachteten Grenzfall unendlich groß gegenüber der über b veränderlichen Tiefe 2c der 
Druckfläche (b>>-2e). Die „Schwerpunkte“ © (Abb. 16) der Zirkulation /" um die einzelnen 
ebenen Profilschnitte sollen im Grundriß auf einer geraden Linie liegen °’). Der Anstellwinkel 
kann über die Spannweite veränderlich sein. 


Nach der Prandtlschen Tragflügeltheorie besteht die Beziehung 
FEB Brei 
>p Ist der Abwindwinkel nach Prandtl. 


Würde man bei der Gleitfläche die Höhenlage der einzelnen Profilsehnitte (den Verlauf 
von ],) Ändern, so würde auch die Druckfläche ihre Form ändern, die Vorderseite taucht mehr 
oder weniger weit ein). Unser Ziel (im Sinne des $ 10) ist die Beziehung Gl. (27) zwischen 
dem Verlauf der Höhenlage 7, =», (2) der Profilschnitte und dem Verlauf der Tiefe 2e  2e (2) 
der Druckfläche, wobei wir uns /’ in Gl. (27) durch 2e nach Gl. (22) ersetzt denken °'). 

Die Geschwindigkeit r, eines Teilchens ., 2 der Oberfläche infolge der tragenden Linie 


v 


( N . 
= 1'-(£)°*) und infolge der Wirbeltläche 1 „ dc läßt sich nach Helmholtz ohne weiteres 
bereehnen (Abb. 17). Da die Flüssigkeit aus dem Unendliehen mit | li anströmt, ist 
(die Erhebung 7 eines Teilchens 
! x 
ie 
7 "„‘ ’ \ön 1) 
! 4 & 4 
Kinsetzen von ",„, und Ausführung der Integration gibt 
h h 
l I-d£ | Wa 2)? rd I’ 
] .\ ——— z 1 —: =dL (23) 
I Ve?+(ö— 2)? In! C—3 d: 
u ( 


Das erste Glied entspricht der tragenden Linie, das zweite der Wirbeltläche. 


>!) Sämtliche Bezeichnungen sind aus Abb. 16 und Abb. 17 erkennbar. z bedeutet ın diesem Beispiel die reelle 
Koordinate Abb. 17. 


2?) Bei Niehtzutreffen dieser Voraussetzung (z. B. im Falle eines Versuches) dürften ziemlich große Abweichungen 


‘u erwarten sein. Andrerseits dürfte das Fallenlassen dieser Voraussetzung keine allzu großen Schwierigkeiten geben. 
*3), Dabei kann man näherungsweise ?p gegenüber 3 vernachlässigen. 
24), Um die Bezeichnung / für die Zirkulation an der Stelle 2 - (also hinter dem betrachteten Flüssigrkeits 


1 


teilehen) vorzubehalten, bezeichnen wir die Zirkulation an allen übrigen Stellen < mit 7" 
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Entsprechend unserm Grenzfall b 2c betrachten wir nun eine Stelle x. für di: 


’ 


5 Vo a L 2 b) ‘ . . Hy 
b> re”) Für kleine ’ erhalten wir aus Gl. (23) durch Reihentwieklune nach ; 
J \ C = 
£ alt An 
unter Beachtung der ersten Glieder (stetiges FT: vorausgesetzt) ?*) 
I 
» er 
i > ld \ 
l | r Ya re ME er 
) - Zu = or ex > i ı 5 ’ R ö +). 
tzV\. Fe ‚ww? Il Pl 


/' ist die Zirkulation an der Stelle © = z (vel. Abb. 17). 

Im Vergleich zur Strömung um die unendliche breite Platte ist die Strömung im Be- 
reich des Profilquerschnitts um ?p geneigt (Abb. 16). Im übrigen ist aber (wie sich zeigen 
läßt) in naher Umgebung des Profils (b >.) die Form der Oberfläche in erster Näherung die 
gleiche wie beim ebenen Problem. Folglich ist (Abb. 16) 


/o nt Yp= « x Pp EBENE 
Yon — » läßt sich für den Grenzfall # —-2e und für 5>V0 z. B. aus Gl. (80) ermitteln: 


l ka 
w “4° 
»===7,V I+-In Bl (26). 


Wir setzen dies und 7 nach Gl. (24) in Gl. (25) ein ?”): 


h 
» T- 
IF —1)dt 
6z(/ 2 ie 
N: .e | — ER. A di | a LET ef Fe 
.T a E & ( 


' ö er u in 
Noch eine Betrachtung über den Widerstand.  Bezeichnen wir mit 12 die Auftriebs- 


diehte, so ist, da die Kraft an jeder Stelle um 5 geneigt ist, der Widerstand 


h h h 
„dA , da N ‚dä 
Il \ pP er dz= \ PP ds dz = \ (pP Pp) r > dz. { ’ - ü ; . j (28). 
1 1) 1 


Der erste Teil entsprieht wie beim Tragflügel der Bewegungsenergie des sich „abwärts“ 
bewegenden Wassers hinter der Gleitfläche. Der zweite Teil wird zur Erzeugung des Spritz- 
wassers aufgewendet. Dieser Teil kann durch Wölbung des Profils vermieden werden. 


V 
u D 7 / 
e a \ 
| N ef 
| „——— 
_ ® % 
& 
= l, ven ir? ,/? 
I . pP \ 
| N \ 
! E NAANARAANANAANAAA LAN) ee I „LE ee u — ut RL 
u > EN MBBL.; 
1 | \ Re BEN 4.38 A-17 A-08 
ragen W012 W029 Wo 
\hh. Is. Abb. 19. 


25) Diese doppelie Klosinsetzung ”e gegenuber b, die wegen Gl. (24) und Gl. (6) notwendig ist, läßt erwarten, daß 


bei endlichen Spannweiten größere Abweichunzen auftreten als bei der Prandtlschen Tragflügeltheorie. Andıerseits 


scheint die Voraussetzung b v nieht allzu einschränkend, da bereits für x — + ce bzw. für x 'Se die Erhebungen 4 
der freien Obertläche für unendlich breiten Tragflügel von den dureh Gl. (z6) gegebenen kaum zu unterscheiden sind. 
-6), Für x 0 gibt das zweite Integral von Gl. (23) n ri &4 Das Glied x 3p können wir ohne recehnerischen 

" 7 


Nachweis hinzufügen, da ?p uber x =0 hinweg stetig verläuft. 
7) Das letzte Glied in der Klammer, nämlieh „. 1", ist entsprechend unserm Grenzfall klein gegenüber den 
beiden ersten Gliedern. Es seheint aber zweekmäßig, dieses Glied bei einer zahlenmäßigen Rechnung zu berücksichtigen. 
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13. Stationäres Gleiten. Grenzfall langer Gleitfläcke. Wir betrachten (Abb. 15) den 


‚renzfall „.>x. Ist «der Boden (unendlich flach) gekielt und braucht das Wasser im 
Ay 


orderen Teil der Gleitfläche die Länge Il, um den seitlichen Rand des Bodens zu erreichen, 


o sei auch ,, >». 

Bewegt sich eine unendlich lange Platte von der Breite 2e in allseitig ausgedehnter 
"]üssizkeit senkrecht zu ihrer Ebene mit der Geschwindigkeit V,„, so läßt sieh das Verhalten 
les umgebenden Wassers auf das einer mitgeführten Wassermasse von der Größe oc 
pro Längeneinheit der Platte) zurückführen. Hinter unserer Gleitfläche entsteht im unteren 
Halbraum in jeder Sekunde auf einem Stück von der Länge V das Geschwindigkeitsfeld um 
eine sieh mit der Geschwindigkeit V„= V /, abwärts bewegende Platte von der Breite 2e, 
ler Stufe. Der auf das Wasser pro Sekunde übertragene Impuls 


| 
Bisek V- > notc, ° | Po :P. e : i } (29) 


ergibt die Gleitkraft P von gleicher Größe. 


Bei unendlich flach gekieltem Boden ist auf dem Stück !, die Druckverteilung mit 


; AV „ap ’ i ’ 
„= VPp und, ; V® 3 durch Gl. (45) gegeben; hinter I, treten nur bei veränderlicher 
Y . > .. * ro. d p | > r R) . > 
Neigung des Bodens Drücke auf: p oV? \ ec" = .#”. Zur Erzeugung der hinter dem Boden 


dz 
im Wasser zurückbleibenden Energie wird pro Meter Weg die Arbeit 


3 
AlMeter ==>: 200, -(V PB) a 


_ Br 


verbraucht, der ein Widerstand W, gleicher Größe entspricht. Beim Boden mit geradem 
Kiel # = p, beträgt (vgl. Gl. (29)) der Gesamtwiderstand W= Pf, gerade das Doppelte von W,,. 
Kine Energiemenge gleicher Größe wird also im Spritzwasser entführt, das im Bereich 1, 
entsteht. Vermindert man den Winkel 5 im Bereich I,, so läßt sich dieser Energieverlust 
im «gleichen Maße verringern und schließlich ganz vermeiden. In Abb. 19 sind Kräfte- 
verteilung und Resultierende 7° für einzelne Fälle dargestellt. 


14. Der Aufschlag gekielter Flächen. Die ursprünglich ebene Wasseroberfläche bewege 
sich nach oben gegen den ruhend gedachten Boden (Abb. 20). Die Geschwindigkeit V des 
Wassers im Unendlichen sei in Abhängigkeit von der Zeit gegeben: V= Vf). 


Bei diesem Stoßvorgang ist an der freien Oberfläche im Hauptbereich die Geschwindig- 
keit vertikal gerichtet (v;=0). Die Geschwindigkeit am Boden fällt in Riehtung des Bodens. 
Die durch diese Grenzbedingungen eindeutig gegebene Strömung (vel. Abb. 20) stimmt sehr 
(unendlieh) angenähert mit der Strömung einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit um eine 
ruhende ebene Platte überein (vgl. $ 6). Die Breite 2e der Platte ist die augenblickliche 
Breite der Druckfläche. Die Geschwindigkeit des Wassers an einer Stelle x > e der Ober- 
läche ist °®) 


— = EP a EV auee, Eee Da 


Die Erhebung », des Wassers, vom Momente des Eintauchens (f 0) gerechnet, ist 


! 
n=|v,.dt SE Be ° 
0 l a 


0 


28) Alle Angaben über Plattenströmung vgl. Lamb, 1. e. S. m. 
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Die Breite ?2e der Druckfläche nimmt mit der Zeit zu: e=e(f), Wählen wir fürs erste ı 
ia . h dt 
als unabhängige Variable, also = fe) und auch | Vie), so können wir dt= Ey 
| de 
setzen. also (weeen u siehe weıter unten) 
sr 9 e<x 
ler ule\de . 
7 = d C = . . . . . . . . . . . . (33) 
u e- 
| - | _ 
[7 hi ° Zu 
e' u © u 


Im Aueenbliek. wenn unser Wasserteilchen an der Stelle x die Kontur der Druckfläche 


erreicht, ist er und 7 = yn geworden: 


/ 
: ‚dt E 
| 
de vie\de er 
h z dt= \; a  E  eE x AR 
u er 
| z | | . 
. 4 rg f} a 
u ı 
. r ren . r ( . . 
Die beiden abhäneie Veränderlichen V und Z- haben wir in 
V V Be 
" wie) ee v, Fe Va ee ee So Ge #5 a Sn 
At 


zusammengefaßt. Gl. (34) muß für alle x gelten; sie ist als Integralgleichung zur Bestimmung 


von te) aufzufassen (vel. $ 10). Die unendlich kleine Größe « ist eine rein geometrische 
Größe: sie hängt nur von »7,(#), nicht aber von V (ft) ab. Es wird immer möglich sein, 
die gerebene Bodenform dureh die Reihe 


Ih p “— Pi rg = Ps 20° B= Pa u" E= Ph x == 4 . a er (36a) 


darzustellen. Die Lösung von Gl. (34) lautet dann (Probe durch Einsetzen!) 


2 t > 16 
> Bu > > > [> „2 f} | ») A DyE 
Hu u (ic) = = p + Pi‘ u je Ps‘ u > Pa‘ r3, het... 0 (36h). 


z.B. in Abhängigkeit von f gegeben, so kann man nach Gl. (35), nämlich aus 


Ist nun V 


7 


C ! 

au! Vu BB RT EEE a a 

0 u 
e-=e(f) bestimmen. Die Form der Wasseroberfläche 7 n(.) läßt sich aus Gl. (33) be- 
stimmen, indem man nach Ausführung der Integration jeweils e als gegeben und .« als 
veränderlich ansıeht. Man erhält z. B. für geradlinig gekielten Boden 


3 C 


N p- x are sın en  ° 
JT N 


Um «die Kraft 7 auf den Körper zu bestimmen, denken wir uns die Flüssigkeit 
ursprüglich ruhend und den Körper gegen die Flüssigkeit mit der Geschwindigkeit V—= Vf) 
bewegt. Die „Bewerungseröße* der Flüssigkeit ist 


Bien Tea ae 


Durch Differentiation nach # bei Beachtung von Gl. (35) erhalten wir 


nu ‚dV 
0 & 


u» dt 


P=#98% (40). 

“ür den besonderen Fall, daß ein Körper von gegebener Masse m mit der ursprünglichen 

(Geschwindigkeit V, aufs Wasser aufschlägt, setzen wir die Bewegungsgröße der Flüssigkeit 
(Gl. 39) gleich der vom Körper abgegebenen Bewegungsgröße m (V, - V) und erhalten 
Y V, . 

| : i ; (41). wobei um, 

I+u Im 


oc” 


(+2). 


Die 


gel 
in 
da 
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pP‘ ) 
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BE, & u . 5) 

Setzen wir P a Ta Gl. (40) ein, so erhalten wir bei Beachtung von Gl. (41) und Gl. (42) 
{ 

p T ocV,’ Ada). 


(1+u"-u 
> 


Dies eibt z. B. für den geradlinig gekielten Boden „,=P.x, also u = = ßP: 


u ai Fe 


ya). 
2 (1-+u)’-P (43a) 


I’ 

Es mag interessieren, welche Form man dem Boden bei gegebener Masse des Körpers 

eben muß, damit P = 1, zeitlich konstant ist. Man hat dann «== «(e) entsprechend Gl. (43) 

in Gl. (38) einzusetzen und für konstantes P = P, zu integrieren, wobei aber zu beachten ıst, 
daß « nach Gl]. (42) von e abhängt. Die Integration ergibt 


mV: Hx . Bi) 3lnla, +y1 ] 4m 
/ ) . er | m 2 ’ 
A pP, irrt 2(1-+ u.) 2yustitu) | 
h 10.8 ' ei 
wobei tx y Kin Boden dieser Art ist in Abb. 21 dargestellt. 
Abi zm 
Wir bereehnen die Druckverteilung am Boden. Für |. ce ist das Geschwindigkeits- 
potential 4 Vye’— x”. Der Flüssigkeitsdruck p ist’) 
109 | 
| H— ev, + F(l)|. 
I’ ° Aw SER. r | 
Ce EN 
Mit 9 g(V,e) und v, erhalten wir mit Gl. (39) 
. Ri r 
p v? | BE R | v? . 
r ce? — x? - NO De. 3 - #0 
o u x? dt 2 0 
3 | A -—j 
6 ri 


Das letzte Glied, das vom Geschwindigkeitsquadrat herrührt, ıst unendlich klein gegenüber 
Fi OK, R > ’ a 
den beiden ersten Gliedern, die von y herrühren (dies gilt nieht für den Bereich der Spritzer- 
( 


wurzel). 


Für den Fall des Aufschlags eines Körpers mit gegebener Masse m erhält man aus 


Gl. (41) und Gl. (43) 


’ | uU x” ll Hu) u 
. 2 2 5 


= en Ce „we? er ih 
3 es 
x 


77 herrührt, gibt am Rand der Druckfläche große positive Drücke, 
während das zweite Glied negative Drücke mit elliptischer Verteilung ergibt, welche da- 
dureh entstehen, daß gleichzeitig mit dem Körper auch das Wasser im Verlauf des Aufschlages 
verzögert wird. Da dem ersten Glied in der Mitte des Bodens verhältnismäßig geringe Drücke 
entsprechen, kommt es in praktischen Fällen sehr wohl vor, daß in der Mitte des Bodens 
negativer Druck herrscht, während am Rande der Druckfläche sehr hohe positive Drücke, die 
in ihrer Gesamtheit überwiegen, die Verzögerung des Aufschlages bedingen. Hat die Druck- 
Häche schließlieh den seitlichen Rand des Bodens erreicht, so ist der Stoßvoreang beendet. 


Das erste Glied. das von 


Wir berechnen die Spritzerdicke ö. Wir legen (vgl. $ 8) bei der Plattenströmung (vgl. 
Abb. 20 unten) den Ursprung der komplexen Koordinate z in dem Punkt «ce. Die komplexe 


Strömungsfunktion der Plattenströmung w,=iVy2ez 5, I geht für kleine z über ın 
ww, V-y2ey—z. Durch Vergleich mit Gl. (13) erhalten wir 
T . - 
Öö=—- cu? en DT RR. 
S 


29) Lamb, ]l. e. S. 2. 
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Den gleichen Wert d erhalten wir, wenn wir im Bereich kleiner z die Form der Oberfläche 
der Spritzerwurzel gleichsetzen der Form der Oberfläche der Hauptströmung oder wenn wir 
die vom aufschlagenden Körper abgegebene Energie gleichsetzen der Bewegungsenergie der 
Hauptströmung plus derjenigen der Spritzerströmung (vgl. $ 9). Es sei bemerkt, daß bei 
Beginn des Aufschlags die halbe Bewegungsenergie der Flüssigkeit im Spritzer enthalten ist: 
eeren Ende des Aufschlaes enthält der Spritzer fast die gesamte vom Körper abgegebene 
Bewerungesenergie, 


Um den Übereane von Plattenströmune in Spritzerströmung bei endliehem Kielungs- 
winkel zu zeigen, sind in Abb. 22 für den Wurzelbereich Form von freier Oberfläche Gl. (33) 
und Druckverteilung Gl. (45) entsprechend der Plattenströmung für endlichen Winkel 9 0,1 
verglichen mit diesen Angaben aus der Spritzerströmung. (Gl. (9) bzw. Gl. (10). 





| , 
yı 
\bb. »». N 
b63L 
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\bb. 21. 
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\hh. >». Abb. 23. 
Abb. 23 zeigt den Druckverlauf während des Aufschlags eines Körpers von 2b =2 m 
Breite, 1100 kg Gewicht pro Meter Länge bei einer Sinkgeschwindigekeit V >m/sek. Die 
angegebenen Zahlen sind die Stoßkräfte in Tonnen. 


15. Aufsetzen einer Stufe. Ebenes Problem. Als Beispiel einer nichtstationären Gleit- 
bewegung besprechen wir «das Aufsetzen einer Stufe (Abb. 24). Wir denken uns gegeben: 
die zeitlich konstante Geschwindigkeit W*’) der Stufe und die Normalgeschwindigkeit 
W, W(#-+-%): ferner die (zeitlich veränderliche) Tiefe 2e der Druckfläche im Vergleich 
zum Weg W#, den die Stufe in der Zeit # zurückgelegt hat; der Kürze halber wählen wir 
die Zeit #, in weleher e 1 ist. Das Ziel unserer Rechnung, nämlich (im Sinne des $ 10) 
die Ermittlung von 5 bzw. x, erreichen wir über die Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes 
und die Berechnung der freien Oberfläche (insbesondere von 7,). 


Wir erkennen (vel. $ 16), daß eine zentrisch ähnliche Flüssigekeitsbewegung entsteht. 
Ahnliehkeitszentrum ist der Punkt der ursprünglichen Oberfläche, an dem die Stufe aufsetzte 


30) In diesem Beispiel bezeichnen wir die Körpergeschwindigkeit mit W statt wie bisher mit FM. 
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in Abb. 24 der Ausgangspunkt des Vektors Wt). Auf dem von der Gleitkante überstrichenen 
Stück der freien Oberfläche x, > 2 >e besteht eine Horizontalgeschwindigkeit »; (vgl. $ 7), 
weleher bei der gleichen Tragflügelbewegung eine Wirbellläche mit dem Geschwindigkeits- 
sprung u 20 entspricht. Da die Größe von « an jeder Stelle zeitlich unveränderlich ist 
Satz 5), wegen der Ähnlichkeit aber Zirkulation um die Wirbellläche und Länge derselben 
linear mit der Zeit zunehmen, muß auf dem Stück x, x ce die Größe uw 2r; der Un- 
stetirkeit auch örtlich konstant sein. 


Um das Geschwindiekeitsfeld zu beherrschen, müssen wir vor allem den Zusammenhang 
zwischen W, und kennen ’'). Wir bezeichnen (Abb. 25) die Koordinaten der einzelnen 
Wirbelfäden mit &, die Zirkulation um einen Faden mit «de. In der konformen Abbildung 
der Plattenströmung um einen Kreiszylinder bezeichnen wir alle Größen mit den großen 
Buchstaben. Es gilt’) 


X=c + yo —1. 0. 8 und (49). 


I} 
Ir 
1 
l 
una 
Ir 
[3 
buch 


Das Geschwindigkeitsfeld zerlegen wir in die beiden Felder I und I. 














-dE- £ > 
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dZ. 
A v,t RAz3 
Abb. 24. Abb. 2. 


Geschwindigkeitsfeld I infolge Zirkulation um Wirbelfläche und ruhend gedachten 
Tragflügel bei ruhender Flüssigkeit im Unendlichen, Die Geschwindigkeit an einer Stelle X 


der Oberfläche im System der Kreiskontur infolge eines Wirbelfadens ist mit >, =): 
iv dl dl 
“IT THE — X) BnlX—Z) 


Da sieh bei der konformen Abbildung die Zirkulation nicht ändert, eilt dA! UdZ- uds, 
Folelich ist 


No z | 
" f = 2... 

V.,= - - — —— = 2 2 2 2 2 2 2 2 2. 0. 
| >, \\: N X Id. (HU) 

| 
M de er ‚dX 
Wir setzen 15 nach Gl. (49) ein und integrieren. Bei konformer Abbildung ist # = Fr 
U A i dr 


„adX 
Wir multiplizieren daher Gl. (50) mit - _ entsprechend Gl. (48) und erhalten: 


(1). 


u (X? +1 u a X,—Ä 
"u] 2n\X? je Ar X? —] Hin XX—1 | 


»1) Aus Verf. 1. e. Gl. (8) ergibt sich mit unseren Bezeichnungen für «= konst ohne weiteres unsere Gl. (54). 
Wir haben hier den Weg so wiederholt, daß wir auch die Geschwindigkeiten #„ an der freien Oberfläche erhalten (Gl. 55). 

32) Verf. I. e. Gl. (4). 

33) Verf. ]l. e. Gl. ©). 


er 
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An der Gleitkante wird für X>]1 


‚| u | 
RE | We rn (X, — X. '!+21n x) 2 nl 
X\>!N]lil oT = l | 
r ° . . » . . . » . 7 . r f 
(eschwindiekeitsfeld II ıst das zirkulationsfreie Feld um den mit W,, bewegten 
. a . . . . . . . . y Mn y. 
Tragflügel bei ruhender Flüssigkeit im Unendlichen. Es ist’*) *,y w(, 201 I}. Wır 
\V 4" 
führen entsprechend Gl. (48) statt . die Variable X ein: 
») 
Yan = Wu ee a Te: 
(esamtfeld. Damit nach Bedingung $7 an der Gleitkante für VoHr, r,r + "un 
endlich bleibt, muß nach Gl. (52) und Gl. (55) zelten 
taW,, 5) 
H u” 5 tr), 
-TXU-XK'+2lnX, 
Wir setzen W, nach dieser Gleichung in G]. (53) ein und bilden mit Gl. SD Far t ran | fe 
| Al 
m | .—- X" Ä X—X, | (52 nı 
! j 1 n . ‚ . . . . . . . r . ° .).)) , 
Tg X+l a G| 
St 
Die Erhebungen »; berechnen wir am einfachsten mit Gl. (75), wobei in unserm Grenzfall 
so .r, ist. So wird z. B. im Bereich negativer .r: 
se 
PN 
lt —de . . En FREIE  \: N 
2 (X, u F ko 
f4 . 
leı 
ah ” ; a = de 
Damit ıst auch »,, für | bekannt. Wegen 2ce$ Wtz=n, (vel. Abb. 24) und sp 
N,=Wi2-+P) sind jetzt die Winkel z und 5 einzeln bekannt. F] 
SET Al 
Um die Spritzerdieke 9 zu ermitteln, legen wir den Ursprung unseres Koordinaten- 
kreuzes in die Spritzerwurzel (& I) und entwickeln v,„ (Gl. (55)) nach Potenzen dieser 
h ee dw,| „. 
neuen Abszisse. Diese Geschwindiekeit r, vergleichen wır mit ©, = für reelle z > 0 
nach Gl. (13), wobei nach Abb. 24 für die Geschwindigkeit », der Spritzerwurzel gilt 
x,+t1,.. er . . 
", | I. Wir erhalten mit unseren alten Bezeichnungen 
Lu 
a (X | | xp 2 Rn 
{ - = du), 
iv Hi r >1n.N, \ 
ErE I 
A,— 4, 
Wir ermitteln die Kraft (2 P) auf den zugeordneten Tragflügel ’’). Es ıst’") 
U) 
| Bb 4 
\4 dt zW„-+ \ (E = \uds kenn + Tu 
Fr4 Fı’ | Al 
' ’ Au 
wobei wir b=1, r„sinßd W,, 1 u dE gesetzt haben und statt x,. X, unsere Bezeichnungen 
2, Z eingeführt haben. Ferner haben wir bereits das Integral über alle Wirbelfäden ud: D: 
angedeutet. B ist die „Bewegungsgröße* der Flüssigkeit. r. 


3), ,amb, 1. e.S8S. 9, 
35) Verf. l. e. Gl. (24. 


6) Verf. I. e. Gl. 28) (29), (31). 
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Es ist 2P)= Dr Da (vgl. $ 16) sowohl das Potential y wie auch die Flächen linear 
’ . DB 2B 
it # zunehmen, ist B proportinal #, also Dt : Nach Abb. 24 können wir setzen 
Lam | ».. ® I) u . . " . . . » 
f TR Durch Ausführung der Integration Gl. (58) erhalten wir schließlich die Gleitkraft : 
oWu 
» - ıLY\% —?2 (39\ 
I Sa, „( EErBEBN,. . ee ee 





Abb. 26. 


Ich habe das Beispiel #,—=2,c durchgerechnet. Es ergab sich (Gl. (Sb) #; 0,813 W),, 
[ferner nach Berechnung von „7, nach Gl. (56) 5 1,252; die Oberfläche ist für #=0,21 ın 
Abb. 26 gezeichnet. Im Bereich um .« .r, ist wegen Unstetigkeit (Neigung der Oberfläche 
nicht unendlich klein) unsere Rechnung ungültig. Hier geben aber Satz 3 und Gl. (64) und 
(il. (65) auch ohne Rechnung guten Anhalt für das Zeichnen der Oberfläche. ‚An einzelnen 
Stellen der Oberfläche ist die Geschwindigkeit d eingezeichnet. 


IV. Verschiedene Grenzfälle. 


16. Zentrisch ähnliche Flüssigkeitsbewegung. Wir lassen die Annahme unendlich kleiner 
Neigung der Oberfläche fallen. Taucht z. B. der geradlinig gekielte Boden mit zeitlich 
konstanter Geschwindiekeit V, in die Flüssigkeit ein, so ist diese Flüssigkeitsbewegung, wie 
leicht einzusehen, dem allgemeinen dynamischen Ähnliehkeitszesetz unterworfen: Die Formen 
der Oberfläche zu verschiedenen Zeiten sind geometrisch ähnlich und an einander ent- 
sprechenden Stellen herrschen dann die gleichen Geschwindigkeiten. Denken wir uns die 
Flüssigkeit gegen den ruhenden Boden bewegt, so stellt der tiefste Punkt des Bodens das 
Ähnlichkeitszentrum 0 dar. 








RA235227 ne € nr € 
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r Korrektur: Es muß heißen vf statt vy. 


Abb. 27. Abb. 28. 


Wir kennzeichnen (Abb. 27) die einzelnen Flüssigkeitsteilchen der freien Oberfläche 
durch ihre Abszissen & zur Zeit t=0. Ihre Lage zu einer späteren Zeit t werde gegeben 
N . 
> r = s 2 ’ : 4 e OT 
dureh den auf O0 bezogenen Radiusvektor v=r(£&,t). Die Geschwindigkeit ist v  viE,P) N} 
( 
Das Ahnlichkeitsgesetz sagt aus (Abb. 27): Hat ein Flüssigkeitsteilchen £ zur Zeit # die Lage r 
und die Geschwindigkeit d, so hatte (mit » <_1) das Flüssigkeitsteilehen » & zur Zeit nt die 
Lage nr und die Geschwindigkeit vd. Mathematisch formuliert: 
| Or 


und ar v7). 


= Ser 
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Wir differenzieren beide Gleichungen partiell nach t 


d 


Ir 


Od dv 

(60) und £ .— u. de IS a VE 
Of 

d 


S 

- 

m es 
>| Sr 
rs 


d 


— /T 
— Ir 


Für einen bestimmten Zeitpunkt f führen wir als unabhängige Variable statt & 


die Bogenlänge s =s (£) der freien Oberfläche ein: v=r(s), v=v(s). Die Gl. (60), (61) nehmen 
jetzt die Form an 


dv _ds (> Od dv ds I 
) Bi ..e £ > Een y une re ). 
\ s ds ds (a0) Of ds ds 4 a 
> BE =: Zi: Od h 
Gl. (63) zeigt, daß N die Rıiehtung von N} besitzt, also wegen der dvnamischen Grenz- 
ds ( i 
dx 


bedinzung senkrecht zur Oberfläche ls gerichtet ist. Wır differenzieren Gl. (62) nach s 


dv dx dExr_ds drd | R ne 
’deE 


ds ds ds ds dsds 


; |: b h d/.ds 
Die ersten Glieder beider Seiten stehen senkrecht auf . Folglich ist [: .)- l. Mit 


ds ds\ ds 
| .ds R 8x i 
Konstanten A und B ıst Fr de A und daraus s+A=BE. Mit Fri! eeht Gl. (62) über 
ee a a ds ec 
in bd/=r- &(s+ 4A). In unserm Fall (Abb. 27) ist E=0 für s=0 und xT Yah, für Ex= wo, 


Folelich ıst 0, B l: also 


Irr 


vbi=tr— 48 . . 0... 164) und s- N 
(Gl. (64) sagt aus {Abb. 28): Bei bekannter Form der freien Oberfläche erhält man für einen 
Punkt derselben den andern Endpunkt des Vektors vt, indem man vom Ähnlichkeitszentrum 
aus die Bogenlänge s der freien Oberfläche, vom Ende des Spritzers eerechnet., parallel zur 
Tangente an die Oberfläche aufträgt ar 


Gl. (64) läßt sich (dureh Multiplikation mit e, und e;) ersetzen durch die beiden skalaren 
Beziehungen 


ut » 5 5 rt und EEE 7% 007 GE :? 


Daraus folet mit dy=r,„ds bzw. dg=r,ds 


| 
vt=2F+konst. . . (68) und oi=z 


(s° —- r?)+konst . . (69). 
, Stromfunktion, y Potential. F ist die in Abb. 25 schraffierte Fläche. 


37), Es sei erwähnt, daß die Umrandung des dem Flüssigkeitsraum entsprechenden Bereiches der Hilfsgröße 








dı 2 ’ . . ’ . . . . . . 5 r A: re 
h \ | d dz geradlinig verläuft. Die Geschwindigkeitsänderung in Richtung der freien Oberfläche steht nämlich 
nach Gl. (63) senkreeht auf die Riehtung der Oberfläche, so daß mit vr = "x ivy das Produkt dr dz an der freien 
Oberfläche die Riehtung der imaginären Achse 
besitzt. } dvrdz | ev dz besitzt also längs der ! ıy 

d: | 

freien Oberfläche die Richtung . Längs des 1 5 
Bodens besitzt es die Riehtung der reellen Achse X 
(vel. nebenstehende Abb. 34). 4 y 2/4 

jei Aufstellung einer zweiten, von der — I 
obigen unabhängigen komplexen Beziehung ist J 
man versucht, davon Gebraueh zu machen, daß 

d: OR 
(vel. Abb. 28) an der freien Ober- 
< "x I 7 6 . 

fläche reell ist. Da dies aber die zu v konjugierte 2 Be 
(röße enthält, ist es mir nicht gelungen, eine ge z-/bene R2-Lbeme 


schlossene Lösung für das ganze Problem zu finden. Abb. 24. 


\\ 
di 





.r 
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Für spätere Zwecke leiten wir noch eine Beziehung ab. Das im Zeitpunkt /, an der 
Stelle r, der Oberfläche befindliche Flüssigkeitsteilchen £, hat sich im Verlauf von #, um 


to 
Y, —e,&,=\vdt verschoben. Nach dem Ähnlichkeitsgesetz (Abb. 27) war die Geschwindig- 
0" 
keit dv dieses Teilchens zu einer kleineren Zeit f ebenso groß wie die augenblickliche Ge- 
schwindiekeit des Teilchens £ n &,. Wir können daher dt= — .,t,&,dE in unser Integral 
einsetzen. Wegren Gl. (65) s=£ gilt also 
F. 
a } 
IL — er u4\548. a N a A 
so 


Wir multiplizieren diese Gleichung mit &, (Abb. 28) und erhalten Gl. (75). Dabei haben wir 
die nieht mehr notwendigen Indizes 0 weggelassen. 


Stoßkraft. Die Stoßkraft auf den Körper sei Pr, seine benetzte Bodenfläche Fr, die 
freie Oberfläche der Flüssigkeit F,. Denken wir uns die Flächenelemente df von der 
Flüssigkeit nach außen gerichtet, so wird’*) 

D \ z 
187 5) rdt. 


Fy+Fo 


Da wegen der Ähnlichkeit % und F linear mit der Zeit # wachsen, ist der Integralwert 


.) 
proportional #°. Seine zeitliche Anderung ist folglich das / - fache seines jeweiligen Wertes. 
Also 
IPBr=—-2o\gdf—2o\pdf El Tee ET aan (>= Er 


Fr Fo 
Wegen des linearen Anwachsens von Br und wegen der konstanten Aufschlaggeschwindie- 


keit V, des Körpers ist die der Flüssigkeit zugeführte Energie = — 5 3, Pr. Folglich ist’) 


BtPr=olppvdaftolgpdftolgpdf . . . 22.2.2. 1M). 
Fr Fo Fx 
Wie sich zeigen läßt, wird das Integral über die unendlich ferne Grenzfläche F, unendlich 
klein; es kann weggelassen werden. An der Körperoberfläche Fr ist wegen der geometrischen 
Grenzbedingeung vdf=NW,df. Wir heben daher aus dem ersten Integral der rechten Seite 
W, heraus, multiplizieren Gl. (71) mit 3, und eliminieren aus Gl. (I) und Gl. (72) das erste 
Integral der rechten Seite: 


BBrt=2o0leo+B)df > 2 2 2 2 nn nn. (MB). 
Fu 


Da v und p durch Gl. (64) und Gl. (69) in Abhängigkeit von der Form der freien Oberfläche 
bekannt sind, ist durch Gl. (73) die in B,-Riehtung fallende Komponente der Stoßkraft Br 
durch die Form der Oberfläche bestimmt. 


Iteration. Mit Hilfe von Gl. (64) kann man die Form der freien Oberfläche beim 
Stoßvorgang dadurch bestimmen, daß man eine geschätzte Form durch Iteration verbessert. 
Man kann z. B. so vorgehen: Man schätzt die Form der freien Oberfläche „=n(#) und be- 
stimmt nach der Gleichung 
(74), 


dx 
f ! x Ad S d 2 


die aus Gl. (64) durch Multiplikation mit ec, (vgl. Abb. 28) entsteht, die Geschwindigkeit v, 
an der freien Oberfläche. Daraus und aus der Grenzbedingung am Boden bestimmt man 
mit Hilfe des Greenschen Satzes’’) an allen Stellen der freien Oberfläche die der quellen- 


38) vgl. Verf. 1. c. 8 6. 
39) Lamb, l.e. S. 51. 
10) Kine ähnliche Reehnung ist in ZAMM 1925, Heft 1, ausgeführt worden: Lauk, „Der Überfall über ein Wehr“. 
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und drehungsfreien Strömung entsprechende Geschwindigkeit », und verwendet dieses », 
zur Berechnung neuer 


", 2. 
ee ara > a PR 


(vel. 6]. (70)). Mit dieser neuen Form der Oberfläche kann man das Verfahren wiederholen : 
neue ", nach Gl. (74), neue »,, mit Hilfe des Greenschen Satzes, neue 7 nach Gl. (75). 


\ 





Abb. 29. 


Ich habe dieses Verfahren (nach erheblicher Änderung, um es den speziellen Bedingungen 
unseres Beispiels anzupassen) zur Berechnung der Oberfläche beim Aufschlag eines sym- 
metrischen Bodens mit 5° 15° Kielungswinkel verwendet’) (Abb. 29). Daraus und mit 
(il. (73) ergibt sich die Stoßkraft 


BB TE . .: a aa at 


Ilm Gegensatz zu $ 14 ist die Stoßkraft P auf die Eintauchtiefe T (Abb. 29) bezogen, da die 
Breite der Eintauehfläche bei endlichem Kielungswinkel keine definierte Größe ist. 
Wir wollen für konstante Eintauchgeschwindigkeit V, die Abhängigkeit der Stoßkraft P 


s .. A . 7 n . 
für den ganzen Bereich der Kielungswinkel 5 von O0 bis „ abschätzen. Dazu wollen wir 


ur 
2 rR an ; - 
Gl. (43a) lu Al, >= T\ durch Einführung eines Wertes K verallgemeinern: 
| - - 
3 pn 
„TT re I - 
P=K Dem 5 a Eee er eh ee 
;” pP’ 


Für >0V gilt Gl. (43a), also A = 1. Für = 18° gibt Gl. (76) K 0,635. Schließlich ist die Kurve 
des Wertes X entsprechend Gl. (53) für das Eintauchen einer Schneide in Abb. 30 eingetragen. 


ı) A\2 
a. .i . . . , - /) . ‘ ae 
Als Näherungsangabe könnte die eingezeichnete Parabel A 1 2 ‚ also mit Gl. (77) 








T ’ a ar "o 
P=8alo7 IE a a ee 
. au 
dienen. 
3—0 4 
1 AB | Ä A an ade 
2 15 ‘ LT 
ÜR N Fam BE P ne „»—— 
90 
Pr 0. 0-8 z Ebene In EL. Fhene 
4 
n | 
U4% . 
ı FEED a 
h Sn 5 E77 5 ie 
N in Br 
- /) Bin |? 2 4 L —y 
0 20 4) 60 20 3° IE 23 2 #3 
wu (Rä2ssz3n] - Piane Ü-£bene 
Abb. 30. Abb. 31. 


17. Stationäres Gleiten. Ebenes Problem. Für das ebene Problem des stationären Gleitens 
einer ebenen Platte (vel. Abb. 31) gilt nach der Methode von Schwarz-Christoffel*”) 


dw m a d dz ı 
Tu we dat\" Fe v®—-i(t-—a) 


1) Tech bin Herrn A. W. Quick, Danzig, Für die verständnisvolle Hilfe bei der Durehführung der zahlenmäßigen 
Rechnung sehr zu Dank verpfliehtet. Ferner danke ich dem Lehrstuhl Professor Pohlhausen, Techn. Hochseh. Danzig, 
für das Leihen einer Rechenmasehine. 

>, In „Besant und Ramsay, Hydrodynamiks, II. Bd.* wird auf S. H2 ein mathematisch ähnliches Beispiel 
durehreerechnet 





han 


X ‚l: 


Ar 
rit 
Be 
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Gl 
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folelich 


ud sam ai +0 A et Die. 1 7 
dt dw dt in ! | 


2 : Ei; ; ; 
ati +) —- (1 -a)mn —-—- yli-e yı - Friyi—-an(-t-yr—1) . &). 


An der Kontur gilt längs 12, 24, 45 bzw. das obere, mittlere, untere Vorzeichen. Für Loga- 
rithmen ist der Hauptwert einzusetzen. Dabei ist längs 45 zu beachten, daß 45 einen 
Bereich mit positivem Imaginärteil umgrenzt. Es ist @a cos ß. Die Konstante A läßt sich 
z. B. durch die Spritzerdieke Ö darstellen: 9 z(l -a) A. Die gleitende Platte liegt 
(logarıthmisch) unendlich hoch über dem Flüssigkeitsspiegel im Unendlichen. 

Aus der leicht zu berechnenden Druckverteilung erhält man dureh Integration die 
Gleitkraft P (V = Gleitgeschwindigkeit) 


P = A TO V?sın p 0 Ö \(’ cot E (S1). 


.) 


Im Grenzfall 5>0 besteht in jeder Hinsicht Übereinstimmung mit Abschnitt II. 
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Abb. 32 Abb. 33. 


18. Eintauchen einer Schneide. Kin ebenes Geschwindiekeitsfeld Abb. 32 besitze v,; 0 
(also auch 9 0) längs AC und 4A,C, und »„= V eos p = konst. längs * DC,. Seine Be- 
rechnung bietet keine Schwierigkeit. Insbesondere ist die „Bewegungsgröße* 


RB AR; . \ 7, rm» 2 ) JT 2 p 7T | c 
> O0 | \ q dt — oO \ q d N 0 \ } cot P \ SE N ß ö | r t B En | iz; (S2). 
F (' 8 _ » v ) ‚ v | 
| rl "5 7 | 


Der Vektor df ist ein Element der Fläche F, die in Abb. 32 als Kontur AUDCO,A, 
erscheint. /’ ıst das Funktionszeiechen der Gammafunktion. 

7T 
.) 


Wir betrachten nun das Eintauchen einer scharfen Schneide 2| 7)>0 (Abb. 33). 


ls läßt sich zeigen, daß mit Ausnahme unendlich kleiner, bedeutungsloser Bereiche um € 
die freie Oberfläche unendlich flach geneigt ist und folglich das Geschwindigkeitsfeld Abb. 32 
herrscht. Für das Eintauchen mit konstanter Geschwindigkeit V, gilt wie in $ 16 (Stoßkraft) 


DB 2 ’ i - 
Dt r B. Mit V,t= T und mit R für den Klammerwert der Gl. (82) | für > x wird 


R—=0,89...|- P)| 


IV SQ 


Dh DE 2 er 
I’ 20V? Tctßf-R=1%8oV? T\z—ı 


Ss 
nr = 28 > IE 


. 
— 
Ai: 


Auch das Eintauchen einer Schneide mit veränderlichem Schneidenwinkel läßt sich 
mit Hilfe von Superposition aus obigem Ergebnis ableiten. Ferner läßt sieh wie in $ 14 der 
Aufschlag einer Schneide mit gegebener Masse berechnen. 239 
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Über die Ansätze der Mechanik isotroper Kontinua. 
Von K. Hohenemser und W. Prager in Göttingen. 


1. Einleitung. Die Aufgabe der Kontinuumsmechanik ist, das mechanische Verhalten 
von Körpern aus deformierbarem Material zu beschreiben, das heißt den Zusammenhang 
zwischen äußeren Kräften und isothermen Formänderungen eines beliebig „estalteten und 
belasteten Körpers soleher Art vorauszusagen. Man beschränkt sich dabei auf gewisse 
ldealstoffe, die so gewählt sind, daß ihr Verhalten mit demjenigen der natürlichen Stoffe 
angenähert übereinstimmt. Die bekanntesten dieser Idealstoffe sind der isotrope elastische 
Körper und die zähe Flüssigkeit; beide werden durch drei Materialkonstanten gekennzeichnet, 
der elastische Körper durch Dichte, Kompressionsmodul und Gleitmodul, die zähe Flüssigkeit 
dureh Diehte, Kompressionsmodul und Zähigkeitskoeffizient. Metalle verhalten sich, soweit 


sie quasiisotrope Struktur aufweisen, angenähert wie elastische Körper, wenn man sich auf 


veenügend kleine Deformationen und genügend kleine Beobachtungszeiten beschränkt. Flüssig- 
keiten verhalten sieh wie die zähe Flüssigkeit, wenn die Geschwindigkeiten der Bewegung 
genügend klein sind. Durch die rasche Entwicklung des Materialprüfungswesens ist jedoch 
mehr und mehr das Bedürfnis nach anderen Ansätzen entstanden, die das Verhalten der 
natürlichen isotropen und quasılsotropen Stoffe auch bei größeren Deformationen und 
(reschwindigkeiten sowie bei längeren Beobachtungszeiten beschreiben können. 


2. Geordnete und quasigeordnete Bewegungen. Die Wahl solcher neuer Idealstoffe 
begegnet einer,typischen Sehwierigkeit: Die Kontinuumsmechanik setzt eine „geordnete“ 
Bewezrung voraus, die Schicksale, welche benachbarte Teilchen im Lauf der Bewegung 
erfahren, sollen nur wenig voneinander verschieden sein. Die „Teilehen* sind dabei so groß 
zu denken, daß sie bereits die gleichen Eigenschaften haben wie das ganze Kontinuum. In 
einem quasiisotropen Metall z. B. müßten die Teilchen mindestens so groß sein, daß die 
(Juasiisotropie auch für jedes einzelne angenähert erfüllt ist. Die Voraussetzung der geordneten 
Bewegung trifft nun aber bei größeren Deformationen der festen Körper und bei höheren 
Geschwindiekeiten der flüssigen Stoffe nieht mehr zu, und zwar gibt es eine mehr oder 
wenieer scharfe Grenze, oberhalb deren die geordnete in eine ungeordnete Beweeunge über- 
eeht. bei weleher unmittelbar benachbarte Teilchen durehaus verschiedene Schicksale erleiden. 
Im Fall der Metalle ist es die sogenannte „Fließgrenze*, oberhalb deren in großer Zahl 
(Hleitflächen in allen möglichen Orientierungen auftreten. Die Bewegung erfolgt so, daß 
Teilehen. die auf gzerenüberlieeenden Ufern einer Gleitfläche lieeen, also unmittelbar benach- 
hart sind, sich im Lauf der Bewerung weit voneinander entfernen. Im Fall der Flüssigkeiten 
ist es die Turbulenzerenze, oberhalb deren eine ungeordnete bewerung entsteht. 

Die nächstlierende Art, solehe ungzeordneten Bewerungen der mathematischen Behandlung 
zueänglich zu machen, ist zweifellos die statistische Methode. Das heißt man wählt einen 
bestimmten Typ der Unordnung, in der Misesschen Bezeichnungsweise ein Kollektiv mit 
bestimmten Merkmalen in einer gewissen Verteilung, als erundlerend für die Bewegung und 
versucht hieraus alle Erscheinungen der betreffenden ungeordneten Bewegung abzuleiten. 
Solehe Versuche liegen bisher nur für die Turbulenzerscheinungen vor'). 

Wenn auch die statistische Behandlung erkenntnistheoretisch am  befriedigendsten 
erscheint, so ist ihre konsequente Durchführung heute noch mit erheblichen Schwierigkeiten 
verbunden, da die allgemeinen Methoden zur statistischen Behandlung eines Aufgeabenkreises 
noch wenige entwickelt sind, obwohl die mathematische Statistik in zahlreichen Einzelgebieten 
mit großem Erfolg angewendet wurde?). Es ist daher vielfach auch für die ungeordnete 
Bewerung der turbulenten Strömung die „Kontinuumsmethode* angewendet worden. Diese 
legt zwar einen ldealstoff zugrunde, der entsprechend den Voraussetzungen der Kontinuums- 
theorie nur geordnete Bewegungen ausführen kann. der sich aber den Erscheinungen bei 
einer ungeordneten Bewegung zuordnen läßt, wenn man lediglich gewisse zeitliche und 
räumliche Mittelwerte der Gesehwindigkeiten, der Verformungen und der Spannungen betrachtet. 
Wir müssen allerdings bemerken, daß die Voraussetzung der Existenz soleher Mittelwerte 
in einem Raum-Zeitpunkt implizite bereits typisch statistische Annahmen über die Art der 
Unordnung enthält, denn diese Voraussetzung besagt, daß die Mittelwerte im wesentlichen 
unabhängie sind von der Größe des Volum- oder Zeitelementes, über welches gemittelt wird, 
solange dieses Element nieht zu groß und nieht zu klein angenommen wird. Hier ist eine 
ganz bestimmte Voraussetzung über die Art der Unordnung gemacht. die durchaus nicht für 

I), J). M. Burgers, Proe. Amsterdam 32 (1929). 8.414, 8. 642, S. SI. Th. v. Karmän, Gött. Nachr. math. 
phys. Kl. 1930, S. a8. 


?, Hinweise auf einiee allgemeine Grundregeln für statistische Ansätze findet man bei K. Hohenemser, 
Naturwissenschaften 19, (1951), 833. 
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ede Bewerung zuzutreffen braucht. Wir wollen eine Bewegung, die sich auf diese Weise 
‚schreiben läßt, quasigeordnet nennen. Kennt man die "Theorie der geordneten Bewegung 
ines Stoffes, dann braucht man in der Kontinuumstheorie der quasigeordneten Bewegung 
edielich alle Größen, die linear vorkommen, durch ihre Mittelwerte zu ersetzen, während den 
(rößen, die in Produkten oder höheren Potenzen vorkommen, außerdem noch „Schwankungs- 
olieder* hinzuzufügen sind. Wir stellen uns im folgenden auf den Standpunkt der Kontinuums- 
mechanik und betrachten Idealstoffe, welche lediglich geordnete oder quasigeordnete Bewegungen 
ausführen. Eine Übersicht über die bisher vorgeschlagenen Erweiterungen der klassischen 
Kontinuumsmechanik gab kürzlich R. von Mises’). Wir wollen eine Systematik der eıin- 
fachsten Idealstoffe aufstellen, welche alle bisher vorgeschlagenen und «darüber hinaus einige 
neue Idealstoffe enthält. 


3. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Kontinuumsmechanik. Wir bezeichnen mit u 


N 

y . . ’ OU , . . . - ' . i 

den Vektor der Verschiebung, mit w | den Vektor der Verschiebegeschwindiekeit, mit o die 
C 


Masse je Volumeneinheit, mit I den Spannungstensor, der auf die rechtwinkligen Koordinaten 
x, 9, 2 bezogen die Matrix 

Ox xy Txz 

Tyx Oy Tyz 

Izx Tzy 9: 
hat. Auf die Volumeneinheit sollen bekannte äußere Kräfte wirken, «die ein Potential 4 
haben. Dann gelten ganz allgemein in jedem Kontinuum die Bewegungsgleichungen, welche 


wir in der Eulerschen Form unter Benutzung der Gibbsschen Vektorsymbolik schreiben: 


N 
( , 
N ‚lo wi=/ - {2 —-eu +2... 2.0. A) 


Bei der Ableitung dieser Gleichung ist bereits die Kontinuitätsbedingung 
O 3 -OoW= v) 


verwendet worden. Wir bemerken, daß die Gl. (1) die Voraussetzung einer geordneten Be- 
werung enthält, im übrigen aber noch nichts über spezielle Eigenschaften der Idealstoffe aussagt. 

Die Bewegungsgleichung der quasıgeordneten Bewegung heißt, wenn man konstante 
Dichte o annimmt: 


OÖ w 
0 | 


S 
- 01 We 


oww owwt-+l 2. 

Die überstrichenen Größen sind hterin Mittelwerte, die w’ sind die Abweichungen der wirk- 
lichen Gescehwindiekeiten von den mittleren Gesehwindiekeiten. Alle in Gl. (1) vorkommenden 
Größen sind einfach dureh ıhre Mittelwerte ersetzt worden, ledielich dem quadratischen 
(Glied ww muß noch das Schwankungselied w’ w hinzugefügt werden. Wie schon bemerkt, 
setzt die Forderung, daß in jedem Raum-Zeitpunkt solche Mittelwerte existieren, einen 
speziellen Typ der Unordnung, eben den quasigeordneten voraus. 

Die Gl. (1), welehe man die Grundeleichung der Kontinuumsmeechanik nennen kann. 
da sie für die geordnete Bewegung eines Jeden Kontinuums gilt, genügt nieht zur Bereehnung 
von u aus den Anfanes- und Randbedinzeungen. vielmehr muß zu diesem Zweck das Glied 
I. dureh einen Ausdruck in den u und w ersetzt werden. Die verschiedenen Idealstoffe 
sind also dureh verschiedenartige Zusammenhänge zwischen dem Feld des Verschiebungsvektors 
und dem Spannungstensor 2 gekennzeichnet. 

4. Weitere allgemeine Voraussetzungen in der Theorie der Idealstoffe. Durch Abspalten 
der Translation und Rotation erhält man in bekannter Weise aus dem Verschiebungsfeld u 
den Deformationstensor E mit der symmetrischen Matrix 








Yxu Yxz 
Ex \ ) 
iYJX 2 
.) ey ) 
\ u 
») ») € 


3) R. von Mises, Verh. 3 int. K. tech. Mech. Stoekholm 1931, Bd. 2 8. 3. 
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Bei hinreichend kleinen Verformungen gehen die Größen #2... Yry-... In die aus der 


Klastizitätstheorie bekannten Dehnungen und Schiebungen über. Bildet man in gleicher Weise 
aus dem Feld der Verschiebegeschwindigkeit w den Tensor der Deformationsgeschwindigkeit FE. 
so sind die Glieder &.... Yx„y-.. der Matrix identisch mit den Dehnungs- und Schiebungs- 
geschwindigkeiten, da sie kleine Deformationsgrößen bedeuten, die in einem kleinen Zeit- 
intervall aufgebracht werden. Wir nehmen allgemein an, daß die Drehungsanteile der Felder 
u und w keine inneren Spannungen im Kontinuum wecken und haben nur noch Zusammen- 
hänge zwischen den Tensoren 2 und #% bzw. deren zeitlichen Ableitungen zu betrachten. 
Wir zerlegen weiter EX in eine Volumdehnung und in eine volumentreue Deformation und 


2 ] . : i i . - Ex + ey t €; 
machen für alle Stoffe die gemeinsame Annahme, daß die mittlere Dehnung & | 


») 
+) 
lediglich von der mittleren Zugspannung 
Ox 6, u, 
O r 
.) 
+.) 
in linearer Weise abhängt: 
BE 2... esse ee a ST 


K ist der Kompressionsmodul. Für genügend kleine mittlere Dehnungen wird diese Beziehung 
(Zustandsgleiehung) immer erfüllt sein. Tatsächlich bleibt bei festen und flüssigen 
Körpern |e| auch bei sehr hohen Drucken klein, und die lineare Beziehung 2 gilt genügend 
renau, solange man nicht allzu hohe Drucke aufbringt. 


Den volumtreuen (deviatorischen) Anteil von E nennen wir E,, den entsprechenden 
deviatorischen Anteil von I bezeichnen wir mit &,. Wir haben jetzt nur noch Zusammenhänge 


zwischen den Deviatoren 2, und £, mit den Matrizen 


EEE, IR 
G% 0 Tey x er € ) ) 
’ ’ 
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bzw. deren zeitlichen Ableitungen zu betrachten. Wir nehmen wieder in Übereinstimmung 
mit der bisherigen Erfahrung an, daß dieser Zusammenhang von der mittleren Zugspannung 
weitgehend unabhängig ist. 


/Zweı nacheinander aufgebrachte Spannungszustände lassen sich zusammensetzen zu 
einem resultierenden Spannungszustand, dessen Komponenten sich als Summe der entsprechenden 
Komponenten der Teilspannungszustände ergeben. Zwei reine Deformationen jedoch ergeben 
zusammengesetzt nur dann wieder eine reine Deformation (symmetrische Matrix), wenn die 
Verformungen klein sind. Wir wollen uns im folgenden auf so kleine Verformungen 
beschränken, daß diese Art der Zusammensetzung angenähert zulässig ist, da die mathematische 
Behandlung dadurch wesentlich vereinfacht wird. H. Henceky’) hat eine Theorie 
endliceher Verformungen angezeben, doch enthalten seine Annahmen soviel Willkür und 
erschweren überdies jereliche Berechnung dermaßen, daß es vorteilhafter erscheint, die 
Beschränkung auf kleine Formänderungen grundsätzlich aufrechtzuerhalten. Gegenüber den 
Deformationen, welche die Elastizitätstheorie höchstens zulassen darf, damit sich die Stoffe 
angenähert ideal elastisch verhalten, sollen die von uns zugelassenen groß sein. Wir glauben 
im übrigen, daß diese Beschränkung den meisten Anwendungen auf dem Gebiet des 
Materialprüfungswesens nicht entgegensteht. In dem besonderen Fall, daß die Verschiebe- 
veschwindigkeit \v berechnet werden kann, ohne auf die Verschiebung u einzugehen, z. B. 
bei der Strömung einer zähen Flüssigkeit, wird die obige Voraussetzung überflüssig, denn 
zwei Formänderungsgeschwindigkeitszustände ergeben zusammengesetzt wieder einen symme- 
trischen Tensor. 


5. Die Form des tensoriellen Zusammenhangs zwischen Spannungen und Verformungen. 
\Wır wollen jetzt eine weitere allgemeine Voraussetzung machen, die soweit bisher bekannt 


1) II. Henckv, ZS tech. Phys. 9 (1928) S. 215 und Ann. d. Phys. 5 Bd. 2 (1920) S. 617. 
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ır alle isotropen Stoffe zutrifft. Einer reinen einachsigen Schiebung soll nämlich auch eine 
eine Schubspannung mit gleicher Achsenrichtung entsprechen, das heißt einem Spannungstensor 


0) T v0 
/ 00 
0) 00 
‘o} ein Deformationstensor von der Form 
v0 > v0 
/ > VD) oO 
# 0 oO 


zugeordnet sein. Aus dieser Voraussetzung lassen sich wichtige Folgerungen über die Form 
der für die einzelnen Idealstoffe kennzeichnenden Verknüpfungen zwischen den Deviatoren 
N, und E, ziehen. Zwischen einer reinen Schiebung und der dazugehörigen Schubspannung 


möge irgendein für den Stoff kennzeichnender Zusammenhang 


Ey] 


5. |) MR Ar a N Er 


bestehen. ‚Jede kleine volumtreue Deformation läßt sich nun aus 5 reinen Schiebungen 
!,,#=1.2...5), deren Achsen hinreichend allgemeine Lage haben, zusammensetzen: 


rn a ie TA 


Ebenso gilt für die entsprechenden Spannungsdeviatoren: 
“ . 
EP T; au, . R i } j . . R i . i ’ ; j . (»)). 
i-1 i=1 


Gl. (5) muß für alle 7), bestehen, welche der Gl. (4) genügen und muß überdies für I, 7 
in zwei Gleichungen, die mit Gl. (3) indentisch sind, übergehen. Man erkennt, daß dies bei 
beliebiger Funktion f nur dann der Fall ist, wenn 


“ Ati, r __f(H) ,„ 


2 FE ini H B7 
wo // eine skalare Invariaute des Deviators FE, ist, die für den Fall der reinen Schiebung 


ee 
I, = T', mit 5 indentisch wird. 


Da die erste Invariante eines Deviators Null ist, kommen für FH nur noch Funktionen 
der zweiten und dritten Invarianten E,j und E,p in Frage. Es hat sich gezeigt, daß das 
plastische Verhalten der Metalle weitgehend von der zweiten Invarlanten des Spannungs- 
deviators (M isessche Fließbedingung) beherrscht wird. Wir wollen weiterhin voraussetzen, 
daß die dritte Invariante ganz allgemein keinen Einfluß auf das Verhalten unserer Idealstoffe 
hat. Die einzige Funktion von K,j7;, die für E,--I/'"in 5, übergeht, ist 


Ey, 
oder in den Hauptwerten von E, ausgedrückt’): 


] Fon | (Eoı ua Eon os Eos &oı)- 


') Kine naheliegende Invariante, welehe für FH gesetzt werden könnte, die allerdings noch Eory enthält, is! 


H ’ınax toi oh 


2 2 Max 


MAX 


das Reehnen mit Ymax ist unbequem, außerdem sind die numerischen Werte von und von | Eoll in keinem 


"all sehr voneinander verschieden. Es empfiehlt sieh daher, die zweite Invariante zu verwenden, auch wenn man 


ııs physikalischen Gründen — vorziehen wlrde. 
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Wir haben unter den erwähnten Voraussetzungen folgende Regel, um aus einem reiner 
Schiebungsversuch den tensoriellen Zusammenhang zu gewinnen: Entspricht einer reineı 
Schiebung /" eine reine Schubspannung 7 mit gleicher Achsenrichtung, und besteht zwischen 
den Komponenten von /' und T die Beziehung 


u 


dann gilt für jede volumtreue Deformation 


FE 
TS » Er 0 _ 
u / E, II’ FE ‚ («), 
Yon 
Wo Eon Kon vesetzt ist. 
Haben wir für Gl. (6) die Beziehung 
T=c+az 
mit zwei Konstanten e und a, dann heißt die entsprechende Deviatorgleichung: 
2,=|lc+tay&,n £ ee ee iR 
\ Fo 
man kann auch von 
Y 
T 63 A > 
auseehen und erhält dann: 
AR 
“Z ] Du c) A E, (9). 
\-sı 
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er syn 
van=kvyEon 
und dureh Einsetzen von k: 
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u “0 


[4 4 


= 77: 
| m G I] | F, I] 
Mit Hilfe dieser Beziehung erkennt man sofort, daß die Gl. (S) und (9) indentisch sind. 


Hat man für die reine Schiebung eine Differentialgleichung, etwa 


nr 


T=Cc+ta a t135 


dann erzeben sich verschiedene Möglichkeiten der Verallgemeinerung auf volumtreue 
Deformationen F,, je nachdem, ob man r auffaßt als Funktion von y oder von y oder von 
beillen. Im letzten Fall erhält man: 


« 
“0 


D 
e. I 


En era] En) + u FE, 

laßt man dagegen r auf als Funktion von y, wobei y nur als Parameter erscheint, dann 
ergibt sich 

LE, 
| Es I] 
Der Schubversuch allein genügt also in diesem Fall nieht, um den Zusammenhang zwischen 
N und E, eindeutiz zu erhalten. Immerhin ist es bemerkenswert, daß unter der gemachten 
Voraussetzung nur noch eine sehr begrenzte Zahl von Möglichkeiten für die Verknüpfung 
zwischen N, und E, übriebleibt, nachdem die Gesetzmäßigkeit für den Fall des reinen 
Schubes ermittelt worden Ist. 
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6. Systematik der einfachsten Idealstoffe. Ehe wir dazu übergehen, spezielle Idealstofle 
ı diskutieren, fassen wir noch einmal alle Voraussetzungen, die wir über deren gemeinsame 
irenschaften gemacht haben, zusammen: Die Stoffe sind isotrop oder quasiisotrop, die 
‚ewegung ist geordnet oder quasigeordnet, durch den Drehungsanteil des Verschiebungsfeldes 
zw. des Feldes der Verschiebegeschwindigkeiten werden keine inneren Spannungen geweckt, 
ie Volumänderung hängt allein von dem allseitigen Druck ab, und zwar in linearer Weise, 
‚berall wo der Tensor FE verwendet wird, nehmen wir die Verformungen als klein an. Die 
‚eziehung zwischen dem volumtreuen Anteil der Deformation £%, und dem deviatorischen 
\nteil der Spannungen 2, ist vom allseitigen Druck unabhängig. Einer reinen Schiebung 
ntspricht eine reine Schubspannung mit gleicher Achsenriehtung, die dritte Invariante des 
Spannungs- oder Deformationsdeviators ist einflußlos. 

Wenn die Gesetze der reinen Schiebung gefunden sind, ist ein Stoff, bei welchem die 
obigen Voraussetzungen zutreffen, innerhalb gewisser Grenzen vollkommen gekennzeichnet, 
bzw. es sind lediglich noch Stichproben mit mehrachsigen Spannungszuständen zu machen, 
ım über das Zutreffen einer aus einer begrenzten Zahl von Möglichkeiten zu entscheiden. 
Wir betrachten daher zunächst lediglich reine Schiebungen, und zwar wollen wir S Idealstoffe 
‚liskutieren, die sich alle als Sonderfälle der Beziehung 


» a TR ee 
stechen irre 


ergeben, die also durch höchstens vier Konstanten gekennzeichnet werden. Wir ordnen die 
Stoffe in vier Gruppen an: 


 ; e 

T N A (l) T uY = De a 
/ ‚ /’ 

i TE 

T—Tr, EA; 7 u,y BE a 
4 B j 
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T ay=vy (»)) T a) v BR" (“ 
Y’ 

T—-n—-ay=vy (4) T—- nn —ay=»y) -7 (S) 
/’ 
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Der Stoff (8) ist der allgemeinste und wird gekennzeichnet durch die 4 Konstanten r,,a,v, pP. 
Außer diesen Gleichungen gelten für jeden Stoff noch die Gl. (1) und (2), welche als Stoff- 
konstanten die Dichte o und den Kompressionsmodul A enthalten. Für die quasigeordnete 
Bewegung sind in den Gl. (1) bis (S) lediglich die überstrichenen Mittelwerte einzuführen, 
da Produkte und Potenzen von Spannungen und Schiebungen nicht vorkommen. 


7. Die „flüssigen“ Idealstoffe. Wir betrachten zunächst die Stoffe (1) und (5). Stoff (1) 
ist die zähe Flüssigkeit, « der Zähigkeitskoeffizient. Nimmt man plötzlich aus dem spannungs- 
losen Ruhezustand eine Schiebung mit der Geschwindigkeit 7 ce vor, dann entsteht sofort 
die Zähigkeitsspannung 


T- UC. 


‘ 


Geht > plötzlich auf Null, dann verschwindet im selben Augenbliek auch r. 

Der Stoff (5) wurde von Maxwell vorgeschlagen ®), er unterscheidet sich von der 
zähen Flüssigkeit (1) nur dadurch, daß bei einer plötzlich aus dem spannungslosen Zustand 
vorgenommenen Schiebung mit der Geschwindigkeit y==e die Zähigkeitsspannung erst all- 
mählich auf ihren asymptotisch erreiehten Endwert 7 == se ansteigt entsprechend der Gleichung: 


T welt e we 


(seht man vom Endzustand aus mit 7 plötzlich auf Null, dann verschwindet die Schubspannung 7 
erst allmählich entsprechend der Beziehung 


T=uce «4 


t 


IA Fr . . . . . . r . . » Pen 
Man nennt ‘, auch die Relaxationszeit, das ist diejenige Zeit, in welcher nach Aufhören der 
) 


Schiebegeschwindigkeit die Spannung auf den e'“" "Teil abgesunken ist. Bei der Bewegung 
der Stoffe (1) und (5) besteht keinerlei Beschränkung in bezug auf die Größe der Verformung, 


6, J. C. Maxwell, Scient. Pap. 2 (1890), S. 30. 
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da lediglich Verformungsgeschwindigkeiten in den Differentialgleichungen und entsprechend 
in den Randbedingungen vorkommen. Berechnet man allerdings 
! 


(ydt, 


/ D 
0 


dann muß man beachten, daß y* im allgemeinen nicht indentisch ist mit der Schiebung y 
nur für kleine Werte geht y* in y über. Die Konstante 5 hat folgende Bedeutung: Nimmt 
man aus dem spannungslosen Ruhezustand eine Schiebung mit der Geschwindigkeit 7 vor, 
dann ıst 

imr=ßy'=ByY., 

t>V 
ist also der Gleitmodul für den Anfang der Bewegung. Bei sehr schnellen Bewegungen 
um den spannungslosen Zustand herum verhält sich der Stoff (5) wie der ideal elastische 
Körper mit dem Gleitmodul ?. 

Wir wollen allgemein einen Stoff eine Flüssigkeit nennen, wenn bei Anbringung einer 

konstanten Spannung r oder einer konstanten Schiebegeschwindigkeit 7 nach genügend langer 
Zeit sieh ein endliches von Null verschiedenes y bzw. r einstellt. Das Verhältnis 


T 
FB u ee N a 
t> DB 4 


> \ 


ist dann der Zähigkeitskoeflizient der Flüssigkeit. Wir haben in Gl. (11) auch den Grenzwert 
für verschwindendes r genommen, da im allgemeinen der Zusammenhang zwischen r und 
nieht linear ist. Im obigen Sinn ist sowohl der Stoff (1) wie (5) eine Flüssigkeit. Die 
wirklichen Flüssigkeiten befolgen kompliziertere Gesetzmäßigkeiten als die durch (5) dargestellte, 
insbesondere gibt der Stoff (5) die Erscheinung des allmählichen Rückfließens, die 
W. Braunbeek’) an Chatterton Compound beobachtete, nicht wieder. Der durch die 
Gleichungen des Prandtlschen Gedankenmodells *) gekennzeichnete Idealstoff scheint 
dageren nach Braunbecek alle Eigenschaften der wirklichen sehr zähen Flüssigkeiten 
qualitativ richtig zu beschreiben. Wir wollen jedoch hier nur die durch Gl. (10) gekenn- 
zeichneten einfachsten Idealstoffe betrachten und müssen daher den Prandtlschen Ansatz 
außer acht lassen. 

Bei genügend langen Beobachtungszeiten und langsamen Verformungen verhalten sich 
auch die sogenannten festen Körper wie Flüssigkeiten, das heißt bei Anbringen einer Schub- 
spannung r stellt sich schließlich eine von Null verschiedene praktisch konstante Fließ- 


eeschwindiekeit y ein, so daß man die Zähigkeitszahlen nach Gl. (11) bestimmen kann. Für 


reine Metalle findet man so Werte von « in der Größenordnung von 10" e.g.s. Einheiten °). 
Ältere Versuche von C. Barus an Stahl”) sind in diesem Zusammenhang nicht brauchbar, 
da die Versuche abgebrochen wurden, ehe sich die zu der aufgebrachten Last gehörende 
konstante Fließzeschwindigkeit einstellte. 

Stoff (2) ist ein von E. ©. Bingham'’) später noch einmal von H. Hencky'') vor- 
eeschlagener Idealstoff, welcher die Tatsache berücksichtigt, daß bei vielen Flüssigkeiten 
inbesondere Mehrstoffsystemen und bei Metallen ein merkliches Fließen erst oberhalb 
einer bestimmten Fließspannung r, eintritt. Stoff (6) ist die gleiche Flüssigkeit mit Relaxatıon. 
Die Zähiekeitszahl soleher Flüssigkeiten mit Fließgrenze ist definiert durch 

vs 
Im — u. 


I!>% 
0 >) 


8. Die „festen“ Idealstoffe. Für den Idealstoff (3), der von W. Voigt'”) vorgeschlagen 
wurde, trifft das von uns verwendete Kennzeichen einer Flüssigkeit nicht mehr zu, es handelt 
sich hier um einen festen Körper, denn nach Aufbringen einer Spannung 7 aus dem spannungs- 

y T ne 
[freien Zustand geht /, vom Wert „_ asymptotisch nach Null entsprechend der Gleichung 
Ä ” » y’ * 


nr T ! 

4 P 1} 

2 >y 
’) W. Braunbeck, ZS f. Phys. 57 (1929), S. 501. ”a) L,. Prandtl, ZS ang. Math. u. Mech. 8 (1928), S. 8». 
s,F. Hettwer, Wiener Ber. 134 2a (1925), S. 51. 
®») (‘, Barus.,. Phil. Mag. 5, 29 (1890), S. 337. 


10, EB. C. Bineham, Seient. Pap. Burean of Standards 13 (1916) S. 309 und Rheology 1 (1950), S. 207. 
11) 4. Henekv. ZS ang. Math. u. Mech. > (1925), S. 115. 
1?) W, Voigt, Abh. Ges. d. Wiss. zu Göttingen 36 (1889) und 38 (1881). 
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Wenn wir nach Gl. (11) den Zähigkeitskoeffizienten bilden, bekommen wir «—=w. Man 
ann den Stoff (3) auch auffassen als Flüssigkeit mit unendlich großer Zähigkeit. Bei den 
virklichen Stoffen ist eine scharfe Trennung in feste Körper und Flüssigkeiten nicht möglich, 
ienn der Fall «=» tritt genau niemals ein. Man wird daher, wenn es sich um sehr lange 
Beobachtungszeiten handelt, auch die sogenannten festen Körper als Flüssigkeiten behandeln 
ınd ihre Zähigkeitszahlen angeben. Wenn es sich dagegen um kurze Beobachtungszeiten 
‚andelt, wird man Idealstoffe wie (3) zugrunde legen und den Gleitmodul « und die Dämpfungs- 
konstante » angeben. 

Man hat, angefangen mit den ausführlichen Voigtschen Versuchen '’), Ausschwing- 
‚ersuche an zahlreichen „festen Stoffen“ gemacht und unter Zugrundelegung des Idealkörpers (3) 
die Konstante » bestimmt, die sich bei reinen Metallen in der Größenordnung von 10° e. g. S. 
Kinheiten ergibt'*’). Es ist nicht immer klar genug erkannt worden, daß die so erhaltenen 
Konstanten eines Stoffes mit dem Zähigkeitskoeffizienten desselben Stoffes, den man unter 
/ugrundelegung des Idealstoffes (1) bei langsamem Fließen unter einer konstanten Last erhält, 
nieht das geringste zu tun haben. Man faßt ein und denselben Stoff bei sehr langsamen 
Bewegungen als zähe Flüssigkeit mit einer kennzeichnenden Konstanten, der Zähigkeit, bei 
schnellen Bewegungen als Voigtschen Körper mit zwei Konstanten « und » auf. Im übrigen 
ist die letzte Auffassung, wie schon Voigt gefunden hat, nicht sehr zutreffend. Bezeichnet 
man nämlich die in der Volumeneinheit während einer Schwingung in Wärme umgewandelte 
Arbeit als Dämpfung, dann müßte die Dämpfung bei dem Idealstoff (3) mit der Frequenz der 
Schwingung zunehmen, während sie bei den Metallen weitgehend frequenzunabhängig ist, da- 
veren nimmt die Dämpfung mit der Amplitude stark zu, was ebenfalls dem Stoff (3) wider- 
spricht. Die Dämpfung rührt eben größtenteils von einer Hysteresis her, die schon bei sehr 
langsamen Schwingungen auftritt und eine typische Eigenschaft der zyklischen Bewegung der 
Stoffe ist. Man wird einstweilen solche zyklischen Bewegungen gesondert behandeln und ihre 
kennzeiechnenden Größen, z. B. die Dämpfung, als Funktion der Amplitude und der Frequenz 
ermitteln, ohne von der Vorstellung eines speziellen Idealstoffes auszugehen. Dieser Weg ist 
von O. Föppl und seinen Schülern eingeschlagen worden '*°). 

Der Stoff (7) enthält noch das Relaxationsglied. Die Relaxation der Spannung erfolgt 
hier nicht mehr bis auf Null, sondern nur bis auf 

r=ay. 


Die Stoffe (4) und (8) stellen feste Körper dar, deren Spannungs-Schiebungsdiagramm beı sehr 
lanesamer Bewegung nach Abb. 1 verläuft. Verschiebungen können erst nach Überschreiten 
der Grenze r, stattfinden. Abb. I ist ein stilisiertes Spannungs-Verformungsdiagramm von 
Metallen mit einer sogenannten „Fließgrenze*“ und Verfestigung. Bezeichnen wir den Überschuß 
der Spannung über die „statische“ Spannung 7,+ «y mit 


=1r—.—ay, 
dann besteht zwischen 7°” und 7 der gleiche Zusammenhang wie in der zähen Flüssigkeit (1) 
bzw. (5). Man kann die Zähigkeitskonstante eines festen Körpers definieren dureh 

2 1“ 

Bu ern a et 


t >x ! 

> 
wo ı* konstant gehalten werden soll. Bei der Bewegung der Stoffe (3) (7) 4) (8) muß die 
Voraussetzung kleiner Verformungen gemacht werden, da in den Differentialgleichungen die 
Schiebung y vorkommt. Die Definition 12 für » ist also nur. dann brauchbar, wenn noch 
innerhalb von Zeiten, in denen die Schiebung klein bleibt, y praktisch konstant geworden ist. 
Versuche an Kupfer und Stahl von H. Deutler'’) haben für v» Werte in der Größen- 
ordnung von 10'° e.g.s. Einheiten ergeben, wobei als „statische“ Spannung eine solche bei 
einer Schiebungsgeschwindigkeit von etwa 0,00001 sek. ' genommen wurde. Bei der Ver- 
wendung eines Idealstoffes wie (4) oder (8) bleibt immer einige Willkür in der Festsetzung 
ler sehr kleinen Verformungsgeschwindigkeit, welche für die Ermittlung des „statischen“ 


/usammenhanges 7,5: ‚| 3 zugrunde gelegt werden soll. Wahrscheinlich gibt es auch bei 


(len sogenannten festen Stoffen gar keinen „statischen Zusammenhang“, vielmehr wird die 
Spannung mit unbegrenzt abnehmender Verformungsgeschwindigkeit nach Null gehen. Es 
scheint jedoch angebracht, Idealstoffe wie (4) oder (8) dort zu verwenden, wo der Stofl eine 
mehr oder weniger ausgeprägte Spannungsgrenze hat, oberhalb deren merkliche Fließ- 





13), W. Voigt, siehe a. a. ©. 

14) K. Jokibe und S. Sakai, Phil. Mag. 6, 42 (1921), 8. 397. 

14a) 7. B. Föppl, Becker, Heydekampf, Dauerprüfung der Werkstoffe, Berlin 1929. 
15) Phys. ZS. 33 (1932), 247. 
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eeschwindigekeiten auftreten, etwa wie in Abb. 2"). Dieser Fall scheint bei den Metalle: 


vorzuliegen. Wählt man als statische Kurve re—f| > eine solche, wie sie sich bei einem 


sehr langsamen Torsionsversuch ergibt, dann erzeugt eine Last 7<r,, eine Schiebe- 
geschwindigkeit, die praktisch Null ist, dagegen erzeugt eine Last 7 >r,; eine merkliche 
Verformungsgeschwindigkeit, die für kleine 7 — r,; dieser Differenz proportional ist. 

Bei der Zuordnung der Idealstoffe (4) und (8) zu den nichtelastischen Bewegungen in 
Metallen muß noch vorausgesetzt werden, daß y dauernd wächst, denn bei Umkehr der Be. 
werung gilt die statische Kurve Abb. 1 nıcht mehr. 

Die 4 in Stoff (5) auftretenden Konstanten haben folgende physikalische Bedeutung: 
r, wird vielfach „Fließgerenze* genannt. Wir müssen darauf hinweisen, daß dieser Ausdruck 
leicht irreführen kann. Er hat sich ın Anlehnung an das Verhalten von Stahl gebildet, bei 
welchem man im Spannungs-Verformungsdiagramm Abb. 3 ein elastisches Gebiet 0 — a, eine 
obere Fließgrenze r;;,. eine untere Fließgrenze 7j;„, ein Fließgebiet bei praktisch konstanter 
Spannung ry;„ und ein Verfestigungsgebiet b--e bei wachsendem r unterscheidet. Andere 
Metalle wie Kupfer haben keine Fließgrenze und kein Fließgebiet im obigen Sinn (Abb. 4). 
Ks ist daher zweekmäßiger, das Wort „Fließerenze* zu verwenden für die Spannungsgrenze, 
oberhalb deren merkliche Verformungsgeschwindigkeiten auftreten entsprechend Abb. 2. In 
diesem Sinne zeben die Abb. 3 und 4 die Abhängigkeit der Fließerenze von der Verformung 








\bb. 2. Abb. 3. Abb. 4. 


\hbh. R 


wieder. Die Stilisierung dieser „Fließgrenzenfunktion*, oder wie wir oben sagten, der statischen 
Spannung in Abhängigkeit von der Verformung entsprechend Abb. 1 kann zwar für die 


Rechnung insbesondere mit @a=0 — vorteilhaft sein, man kann jedoch ebensogut statt 


——t ay alleemeiner schreiben 7 15). Das wesentliche der Idealstoffe (4) und (8) ist 
’ 2 2 


eben die Einführung einer statischen Spannung oder besser einer Fließspannung, unterhalb 
deren der Stoff in Ruhe bleibt und oberhalb deren er zu fließen beginnt. 

ce ist das Maß für die Verfestigung, » ist die Zähigkeitskonstante, welche aber nach 
Gl. (12) definiert ist im Gegensatz zu der von Hettwer und Barus verwendeten Zähigkeits- 
konstanten « nach Gl. (11). , Ist die Relaxationszeit, die Relaxation erfolgt jetzt nur noch 

| ß 
bis zur statischen Spannung ty, „, ist bei Metallen klein (Bruchteile einer Sekunde). 
p 

9. Der tensorielle Zusammenhang zwischen Spannungen und Verformungen bei den einzelnen 
Idealstoffen. Wir wollen jetzt die Gl. (1) bis (S) in Tensorform verallgemeinern, und zwar 
wollen wir zunächst 7 auffassen als Funktion von y, yund r. 


Die oben besprochenen Verallgemeinerungen heißen dann: 


(1) Z,=2uh-52, 6) 


% . / B 


au 


= 


 Yy ’ | < . & | 5’ ! \ .) A / x > 
\ ) oT To zu EL. . . _ Br \ | “5 u I, ud (6) 
] “so I ,’ 


(9) 2. 2 a FE, 2 v E, ) 2, (") 


” 
vSn-n)-2ah=2rh.. yE sueiu- "En 


re 0 -an, 
Vz V=ou pP 


16) In Abb. 2 ist 9%, nieht y, als Abszisse aufgetragen. 
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ie Verallgemeinerung (1’) der zähen Flüssigkeit wurde schon in der klassischen Kontinuums- 
nechanik vorgenommen. Die Verallgemeinerung (5°) des Maxwellschen Vorschlages wurde 
on L. Natanson'”) angegeben. Die Verallgemeinerung (2’) des Bingham schen Vorschlages 
vurde von H. Heneky'*) angegeben, allerdings von anderen Vorstellungen als Bingham 
ıusgehend. Der Stoff (3°) wurde auch in dieser verallgemeinerten Form schon von Voigt 
vorgeschlagen '*). Die übrigen Idealstoffe sind unseres Wissens noch nicht verwendet worden. 


Für sehr langsame Bewegung geht (4°) und (8°) über in die statische Beziehung 


x 
=. ST) a 7’ 
Jr () “0 1] .)=2aE,. 

= ı 


Das bedeutet, daß im statischen Fall (sehr langsame Bewegung) der Spannungsdeviator I, 


dem Verformungsdeviator #%, proportional ist. Unsere Versuche an Stahlrohren bei kombi- 
nierter Zug- und Torsionsbeanspruchung®®) haben gezeigt, daß die Koanialität und damit erst 
recht die Proportionalität zwischen 3, und E, im allgemeinen nicht erfüllt ist. Wir versuchen 
daher (4) und (8) in anderer Weise zu verallgemeinern, und zwar so, daß wir 7 auffassen 
als Funktion von y und r allein. 


‘ 


Wir erhalten 


x 
u) yr .) N, N ») a A [zZ 
vr J —o]] T, aa | E, 1) — I E, " ; ; . ; : B ; i ( | }, 

| —oll 
 % = ’ . 
en yo, .) ni Bu \' 22, 

vr J 0% T, A ) K, In) —.) k, B u) . . . . . (5). 
—o]] ’ 


Im statischen Fall erhalten wir jetzt nur eine skalare Gleichung 


ar A 9 AL Pr 
} (u ]] T, "sa ] FE, I - R . ; R a r n A . P - r i ; (13). 


Bei der Anwendung auf das Fließen von Metallen müssen wir wieder eine Beschränkung 
einführen, welche der Bedingung 7 >0 beim einachsigen Fall entspricht. Es ist naheliegend, 
hierfür die Bedingung 


Ö en 
A; | I, I v 


zu nehmen. Die Gl. (13) ın der verallgemeinerten Form 


> Si KR 

u ri u et 
wurde von R. Schmidt?') an Stahl recht genau bestätigt für den Fall, daß der Spannungs- 
dleviator während der Verformung sich ähnlich bleibt. Ist letztere Bedingung nicht erfüllt, dann 
treten Abweichungen ein, welche ihre Ursache wahrscheinlich in einer Strukturbildung in- 
folge des Fließvorgangs haben und mit den Ansätzen für isotrope Stoffe kaum zu erfassen sind. 


10. Idealstoffe mit verschwindender Zähigkeit. Wir wollen jetzt noch einige Sonderfälle 
diskutieren, die sich ergeben, wenn die Zähigkeit « bzw. v» nach Null geht. (1”) und 6°) 
werden dann zu 

2, =, 


— () 
Wir haben die reibungslose ideale Flüssigkeit. Aus (2’) wird für verschwindendes u 


” 4m 
nd | \ FE, 





RER 
| ou] = To. 


wo 4 ein unbestimmter Koeffizient ist. Es sind dies die Gleichungen des Saint-Venant- 
Misesschen Körpers”). Aus (3°) wird für verschwindendes » der ideal elastische Körper 


x 5 AR r, 
2, =2aE.. 


17), [,. Natanson, ZS f. phys. Chem. 38 (1901), 8. 690, und 40 (1001), 8. 581. 
Is), H. Henekv, ZS ang. Math. u. Mech. 5 (1925), S. 112. 

19), W, Voigt, siehe a. a. ©. 

20), K. Hohenemser und W. Prager, ZS ang. Math. u. Mech. 12 (1932), 1. 
2!) Ing. areh. 3 (1932) 215. 

22, R. von Mises, Gött. Nachr. math. phys. Kl. 1913. 
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Aus (6’) wird für verschwindendes u 


S,—=AlE -2| 


Si 
| (0 ]] Ts 


wo wieder } ein unbestimmter Koeffizient ist. Wir haben hier die Gleichungen, die A. Reuß°®) 
für das plastische Verhalten der Metalle vorschlug’'). 


Aus (N’ı wird für verschwindendes v 


2, =AlR 


x) | 

1’ . . . (8) 
V=1ı , rca] BE, 1] 
mit unbestimmtem 4, das ist eine Erweiterung der Reußschen Gleiehungen mit Berück- 
siehtieung der Verfestigung. Setzt man statt der zweiten skalaren Gleichung allgemeiner 


vSn1=/\YEn): 


dann hat man einen Idealstoff, der verhältnismäßig gut die Erscheinungen bei nieht zu lang- 
samen und nicht zu schnellen plastischen Verformungen von Stahl wiedergibt, wie unsere 
oben erwähnten Versuche an Stahlrohren zeigen. Es treten zwar systematische Abweichungen 
von den obieen Gleichungen und gewisse Unstetiekeiten auf, die wahrscheinlich auf Aniso- 
tropien zurückzuführen sind, die während der Verformung entstehen. ‚Jedenfalls kommt aber 
von allen einfachen Idealstoffen, die wir hier behandelt haben, (S’”’) dem Verhalten von Stahl 
am nächsten. Bei schnelleren Verformungen wird man noch die Zähigkeit berücksichtigen 
und (8°) verwenden. Die Einführung endlicher Zähigkeit kann aber auch aus anderen Gründen 
zweckmäßig sein. Dadurch, daß man « bzw. v gleich Null gesetzt hat, erniedrigt man die 
Ordnung der Ditferentialgleichungen für die Bewegung der betreffenden Stoffe und beraubt 
sich so der Möglichkeit, gewisse Randbedingungen zu erfüllen, die gleichwohl physikalisch 
von großer Bedeutung sein können. Im Fall der reibungslosen Flüssigkeit ist dies längst be- 
kannt, und man ist schon lange dazu übergegangen, die Reibung in der Grenzschicht zu be- 
rücksichtigen. da sie erst ein Verständnis der Strömungen auch in nahezu reibungslosen 
Medien ermöglicht. Ähnlich liegen die Verhältnisse bei dem Saint-Venant-Misesschen 
Körper, dem Prandtl-Reußschen Idealstoff und dem Stoff (S”). Es ist denkbar, daß auch 
diese zähigkeitsfreien Stoffe nieht ausreichend zum Verständnis der plastischen Bewegung sein 
werden, und daß man auf die vollkommeneren Stoffe (2”) und (8°) wird zurückgreifen müssen. 
Spannungen und Verformungen kommen in allen Gleichungen der besprochenen Idealstoffe 
linear vor und brauchen im Fall der quasigeordneten Bewegung lediglich durch ihre Mittel- 
werte ersetzt zu werden. 


11. Zusammenfassung. Ausgehend von den allgemeinen Bewegungsgleichungen der geord- 
neten und der quasigeordneten Bewegung eines deformierbaren Stoffes, werden die allgemeinen 
Voraussetzungen für die Theorie der später behandelten Idealstoffe entwickelt. Auf Grund einer 
Systematik der einfachsten Idealstoffe werden die Begriffe „Hüssig“ und „fest“ fixiert und die 
wesentlichen Kirenschaften der Idealstoffe, soweit sich diese auf den reinen Schiebungsversuch 
beziehen, diskutiert. Es wird gezeigt, in welcher Weise die Ergebnisse des reinen Schiebungs- 
versuches tensoriell verallgemeinert werden können und es werden gewisse durch Versuchs- 
ereebnisse naheeelegte Verallgemeinerungen vorgenommen. Durch Übergang zu verschwin- 
dender Zähiekeit werden außer der reibungslosen Flüssiekeit und dem ideal elastischen 
Körper auch alle bisher vorgeschlagenen „plastischen“ Körper als Sonderfälle der hier be- 
handelten Idealstoffe gewonnen. Obwohl nach Möglichkeit Versuchsergebnisse zum Vergleich 
mit der Theorie der Idealstoffe herangezogen werden, enthalten die hier dargestellten Ansätze 
naturgemäß ein gut Teil Spekulation. Wir glauben jedoch, daß derartige Betrachtungen ge- 
eienet sind, der experimentellen Forsehung, insbesondere dem Materialprüfungswesen, scharfe 
Definitionen für Begriffe zu geben, die vielfach in unklaren und sich widersprechenden Be- 
deutungen gebraucht werden und deren eindeutige Fixierung von großer Wichtigkeit ist. 201 


23) A. Reuß. ZS ange. Math. u. Mech. 10 (1930), S. 266. 


>24) Fiir den ebenen Spannungszustand wurden diese Gleichungen sehon von L. Prandtl angegeben, Verh. 1. int. 
N. tech. Mech. Delft 1924, S. #9. 
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Das Ausknicken von allseitig befestigten und gedrückten 
rechteckigen Platten. 
Von K. Sezawa in Tokyo. 


m Jahre 1891 hat Bryan') die Lösung des Problemes einer rechteckigen Platte gefunden, 
I welehe allseitig gestützt ist und welche von den auf vier Seiten angreifenden Druckkräften 
zusammengedrückt wird. Der Kniekungsfall einer Platte, in welchem die Platte an einem 
Seitenpaare eingespannt und am anderen gestützt ist, ist von Reißner?) untersucht worden. 
Trotz der Wichtigkeit des Problems für die Baustatik ist der Fall, in welchem die Differential- 
sleichung des Gleichgewichtes der Platte erfüllt ıst und vier Seiten eingespannt sind, noch 
nieht, so weit ich weiß, untersucht worden. Es ıst mir aber gelungen, diesen Fall zu er- 
ledieen, da eine Veränderung der Randbedingungen möglich ist, die nicht großen Einfluß auf 
die resultierende Lösung des elastischen Problemes der rechteckigen Platte ausübt ?). 

i Ad h 
Die rechteckige Platte möge durch die Geraden . = + ‚4 t „ begrenzt sein und 


.) ) 


parallel zur w-Achse und zur y-Achse unter dem Drucke P, und P’, (bezogen auf die Längen- 
einheit der gedrückten Seiten) stehen. Ist »w die Ausweichung der Platte, so erhält man die 
Differentialgleichung des Gleichgewichtes in dem kritischen Zustande der Stabilität in der Form: 


I 2, Si Sn a in 
“8 ı ( n ( 2 ( 2 ( „ . 
N-— +2: 3=4+3-=1+P, 3 +Ps=0 .:. .:..:...W 
O8 07 0Yy 0 0 x "oO ı 
wo 
V I EN i 
I2(1— a?) 


E ist der Elastizitätsmodul. « die Poissonsche Zahl, h die Dieke der Platte. 


Wenn vier Ränder der Platte eingespannt sind, hat man die Beziehungen: 


Aa Q Om N ’ 
c=t : m" : ET a re ae 
2 Or ) 
I 0 ( 1 | 
/ + i m i ( a DE u a AN N 
I u Ö Y 
Setzt man in (1) 
COS | m IT. ‚ecosınzy 2 
N we . ie - (»)), 
sin|f a "sın) b 
wo W, und W, bzw. Funktionen von y und = sind, m und n°-1,3,5, .... ın 
ma nz ee 7%; ,nny 
cos und cos ‚ und m und n = 2,4,6,.... in sın und sın : so erhält man 
dl I dd I 
4 4 ) r\2 2 ä r\2 ’ \2 | 
q W, MLE ee be W, u FW uns TU 
Ida "IN "\ov)j da: b/\A DIE l 
| (6). 
a 2 m za\) d?” W, mra\(P, ma\\..- | ma 
HI——t + 1 2 —) 1) 9 —[——) } W, | cos 0 
ıdy (A a,/)J dy a JıN ve} a 








Der Gl. (6) ist genügt, wenn man jeden Ausdruck innerhalb der eckigen Klammern null setzt. 
löst man die so hergestellten zweı Differentialgleichungen, so erhält man die allgemeinen 
Lösuneen in der Form: 








cos yet —a, , „Ellyatpßta,|esinay 
it : - e- Bu My . 
sın | b zin] l sin] 5 n 
(4), 
|, cosı Yyy? + 0° Cof pr? ++ y jcosimar« 
Ur; y+-D>. Y|. 
sin | 7 zin) 7 “Isın] a 
I) (4. H. Bryan: Proe. Math. Soe., London, Bd. 22 (1801), S. 54 bis 67. 
?, HI. Reißner: Zentralblatt d. Bauverwaltung, Bd. 29 (1909), S. 94 bis 9%. 
3) K. Sezawa: Engineering, London, Bd. 116 (1023), S. 188 bis 101. 
1» 
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wo 
’, h? u... 4 a” = 2 
Ay wi, J=7V m? n?, 
(9). 
2 ) 77 x h? 0) D) ,? 5) Y P a? 57 . 
r—Nn a? | er n" rn"). 0° ni” zu“ , me“ 
p \ \ 





Es ist sehr schwierig, diese Gleichungen allen Randbedingungen genügen zu lassen, und 
daher habe ich die folgende Annäherung angenommen: die Ausweichung auf den Rändern 
ist null. aber die Neigung ist nicht null an allen Stellen mit Ausnahme der Mittel- 


punkte aller Seiten, wenn m und z=1, 3.5. ...., außerdem in den Eeken. Wenn m 
a X Y | | | 
und #=2.46, ...., ist die Neigung ın den Punkten z und / [gr Jo... genau null. 
) ( Ye) 2 


Das Resultat dieser Rechnung zeigt, daß den Randbedingungen der Einspannung praktisch 
eenügt ist. Durch Anwendung dieser Annahmen im Falle der ungeraden » hat man 


cos 2 1.92 Co] 2 2? La 
Il ya + pP AaıLB IIVya PP PR 





a a 2 9 
sin | 277, Sin] 3b | 
) | | a —+ pP? A sin | | | «® Hp? a 
4 A b «os | 2b u 
. (10), 
a + Pain BEN SRER u m asın) m 
pp) ) / - tı | | j’ m le + D) | " () 
h 60] | 2b a cos| 2 
“u Zs „1 2 .ı, 
Ceos YV} En I LDGor V -"Tiiah a £ 2 »/manE 
2a Ya 
(1+ DB) 
n st n 
A | a’ Aa u | ] +9 a l sın 
Asin ! I a+ Ben nn a) ; ” 
| 2mb Imb (12). 
2 1.92 „a — y Lö?! Ly_, 2 1.0°-+y 
eYV: A Dada h np’ Fran /Vrti bh 
Ad 2a a 2a 





Die oberen und unteren Ausdrücke für die ersten und dritten Glieder von (10) und für die 
linke Seite von (12) treten ein, je nachdem der Wert von m ungerade oder gerade ist. 


Kliminiert man A, B, C, D aus (9), (10), (11), (12) und benutzt man die Beziehungen (8), so 
findet man die kritischen Werte von P, und P,. Da es sehr schwer ist, die kritischen Druck- 
kräfte auf diesem Wege zu erhalten, habe ich ein Probierverfahren eingeschlagen, nach 
welchem nur die alle Beziehungen (8), (9), (10). (11), (12) zufriedenstellenden Werte für die 
verschiedenen P,: P, angenommen wurden. 


Das Resultat der Berechnung zeigt, daß die folgenden Kombinationen von P, und P, 
die kritischen Druckkräfte geben, im Falle der «quadratischen Platte, deren Seite von der 
Länge «a ist. 








P, | 3 | | 5 
: . ! | oE. JE ur 
/ f l +) > | t y ‚. 
re a” a mw ) ) ) u) > » - . +) - _ yo 
\V 72 10,69 5,0 S.40 ‚48 6,41 2,61 13.12 15,20 17,4 15,19 20,0 
IV Mm 
Pr. Ad \ —_ - f} +.) ) er ’ ‚> ) 
e 0 220 >S0 3.74 t{.S1 5.61 — 328 60 17.4 2s.1 I,0 
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Der Fall der rechteckigen Platte, in welchem das Verhältnis der Länge a zur Breite b 
nieht die Einheit ist und die Druckkraft P, null ist, ist wiehtig in Zusammenhang mit Pro- 
blemen des Bauwesens, und ich habe auch die Werte von P, für gewisse Verhältnisse von 





a er: a; > u 
N berechnet. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tafel vereinigt. 
) 
A; 
N n? 
a | 3 
h IF ERRE DM 





ww 


I 400 5,14 10,65 30.0 
| 115 184 277 
— 20.6. 24,2 


36.5 


Zahl der 
halben Wellenlängen | € 


un 


Selbstverständlich findet das Ausknicken der Platte statt bei dem kleinsten Wert der 
kritischen Druckkräfte, welche den verschiedenen Ausknickungsformen entsprechen, und ich 
habe diese Fälle durch stärkeren Druck angedeutet. 


Das Problem des Ausknickens der langen, elastischen Platte, welche an den Rändern ein- 
gespannt ist und allseitig gedrückt wird, ist von Nishimura®) und mir und von einigen anderen 
untersucht worden. Die kritische Druckkraft in diesem Falle, welche parallel zur unbegrenzt 


YT [57 


- 


. . 2 . Ai T . r .. ® .. 
langen Seite wirkt, ist näherungsweise gleich 7,06 E und die halbe Wellenlänge ist ungefähr 
{ , ) 


0,635. Die vorliegende Untersuchung über die Stabilität einer rechteckigen Platte mit 


Seiten von begrenzter Länge zeigt, daß der kritische Druck in dem Falle ; - den Wert 
s,17 a 15,4 er annimmt und die halbe Wellenlänge etwa 0,755 ist, und daß der 
kritische Druck im Falle : 2 den Wert 6,05 ar -242 Zr annimmt und die halbe 
Wellenlänge etwa 0,67 b ist. Daraus schließe ich, daß die Bedingung des Ausknickens in der 
Nähe von z —2 sich tatsächlich derjenigen für : x annähert. 204 


Wärmeleitung im Rohr bei ungleichmäßiger Wärmebelastung. 
Von Alfred Konejung in Düsseldorf. 


Bisher wurde die Wärmeleitung in zylindrischen Rohren rechnerisch nur untersucht 
unter der Voraussetzung, daß jede Zylinderfläche eine einheitliche Temperatur aufweist oder, 
was dasselbe bedeutet, daß der Wärmefluß in radialer Richtung auf dem ganzen Rohrumfang 
eleich ist. Nun weisen die bestrahlten Siederohre der Wasserrohrkessel stets eine stark 
ungleichförmige Wärmebelastung auf. Für die Untersuchung der Wärmespannungen') in 
solehen Rohren ist die Kenntnis des stationären 'Temperaturfeldes notwendig. Ferner wire 
die strenge Lösung gebraucht, wenn aus 'Temperatur-Messungen an der inneren und äußeren 
Rohrwand die Verteilung der Wärmebelastung auf den Rohrumfang ermittelt werden soll. 


Aufstellung der Differentialgleichung. Im nachfolgenden bedeuten: 
(),5,5,3;, die Wärmemenge in keal/h 
r, @ die Polar-Koordinaten eines Rohrelementes 
) die Wärmeleitfähigkeit des Rohrwerkstoffes 


d die Temperatur eines Rohrelementes. 


4, K. Sezawa u. G. Nishimura: Jour. Soc. Nav. Arch., Tokyo, Bd. 47 (1931), S. 129 bis 146. 
1) Konejung, Beanspruchung von Siede- und Überhitzerrohren. Die Wärme 1930 Nr. 48, S. 891. 
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lntsprechend dem Zweck der Untersuchung und den Verhältnissen bei 
Sıederohren setzen wir voraus, daß Beharruneszustand herrscht und 





a,\ 





x 





daß die Wärmebelastung auf der Rohrlänge gleichmäßig verteilt ist. u © 
Die Wärmebilanz für das Rohrelement in Abb. 1 lautet: 
\ 
aa, - au rd, - ad. =dD . '. . + +47: + A. \ 
\ . \ . . . . ‚ \ n A dr n A \ 
Kür die Rohrlänge 1 erzeben sıch die einzelnen Summanden wie folet: Rn 5 
i Q A), RAıgs 7.) 7 u „ 
do ir dr). dy-A:, 1% \ dr) P 
or er Abh. I 
FRE Rh 
SER rao-A/A- 
u: ! ( y 
2). 
' ‚108 | q 7, i 
tl), 5 ae N ()d 
wo y ( ( ( y / 
' Il 09 
do dr:ı: 
“a f} 0q 
/ 
Nach einigen Umformungen erhält man aus Gleichung (1) und (2) 
O7, 109 I 0° B' 
r 0 ee, 
04 ror 7 0«c 


/u dem gleichen Ergebnis gelangt man noch schneller, indem man die allgemeine Vektor- 
Gleichung für die stationäre Wärmeleitung: div grad 9 =0 in Zylinder-Koortdinaten anschreibt 
N) 
ed 


und berücksichtigt, daß gemäß Voraussetzung x 0 (= Koordinate der Achse). 
() 


Allgemeine Lösung. Eine partikuläre Lösung dieser partiellen Differential-Gleichung 
„weiter Ordnung (3) ist folgende: 


DE PEH EEE 5 ee ee ee 


worin A ein dureh die Randbedingungen zu bestimmender Festwert und i die imagzinäre 
Kınheit bedeuten. 


Durch Differentiation nach r und 9 kann man sich leicht überzeugen, daß Gl. (4) der 


partiellen Differential-Gleichung (3) genügt. 
line weitere Lösung der Gl. (3) ıst folzende: 


Es 


worın a und b Festwerte sind. 


Wir formen Gl. (#, die in dieser Form nicht ohne weiteres brauchbar ist, in geeigneter 


Weise um. Nach einem bekannten Satz ist 
ih cos (kg) t isın (kg) 2 i : . ' A i A , } i (6), 
damıt geht Gl]. (4) über in 
ı) ri - [eos (ku + isın(k 7) 

Da die rechte Seite eine komplexe Funktion ist, muß sich auch die linke aus einem reellen 
und einem imaginären Teil zusammensetzen, Für das positive und negative Vorzeichen 
erhält man also folgende Gleichungen: 

tt, A:rtk. eos (ku )--isın (ku | . 
( r 4, MN ea e- M 


), +i9, = B+rRk.[ecos (kg) —isin(kq)| |) 


darın bedeuten A und B Festwerte. 





fü 
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Addieren: 





DA 2 (Ar +-Br ").cos (kg) 
- (S). 
), - (Ark - Br k).sin (ko) 
| Er B _. R 
Schreibt man für ,, „ die Buchstaben ©, €,....., so erhält man aus den Gl. (5) und (8) 
für # die allgemeine Lösung’) 
ı) (C,r* + (',r= k).cos (kg) | 
+ (CO, rk + C,r=*).sın (ko) (9). 
+ (C, nr +(, 
Einführung der Randbedingungen. Auf der Außenseite des Rohres soll wieder in An- 


lehnung an die Verhältnisse bei bestrahlten Siederohren die zugeführte Wärmemenge 


veeeben sein. 
Auf der Innenseite dagegen seı die Wärmeübergangszahl Wand-Wasser und die Temperatur 
des siedenden Wassers gegeben. 
Im nachfolgenden seı 
y die Wärmebelastung der Rohroberfläche in keal/jm’h eine Funktion von 4 
r, der äußere Radıus 
der innere Radius 


"; 


a die Wärmeübergeangszahl Wand-Wasser 


d,, die Temperatur des Wassers. 
Die erste Randbedineung kann man dann einführen dureh die Gleichung 


. (09 
| IE AEG ee 1 


fi 
Or) fürı ra 


Die zweite Randbedingune kann dureh folgende Formel einzeführt werden: 








2 (° ı) y g | | 
A> all; Jr) ( ). 
Or) fürs = 1; 
Für die Außenseite erhalten wir damit folgende Bedingung: 
Vu | 
( r ( 1 h , Ya" ( 2 I: j Na i ') COS (ki Y ) 
(C, l; a r.f l C,k "a h 1) sin (h ‘J ) j - > : * j . R ( 12). 
| 7 
HÜ,: (g) 
Pu =7 (4 
Für die Innenseite ergibt sich 
Y) 
0 
3 y ( ‚k . rt I ( „K N; I 1) COS (k 7 ) 
H(O,k-r;k-1—- C,kr; KDsin (ko) ee 5 TE 
RE a 
0, (9; — 9.) 
ey; 1 


Ist y als Funktion von 9 gegeben, so lassen sich die Festwerte € und % bestimmen. 


2) Nach einer Mitteilune von Herrn Dr. Ludwig, Hannover, kann man den Durchgang durch Komplexe 


Ar 
1 > 
0 ; N or 1 08°29 
vermeiden, wenn man Gl. (8) in der Form schreibt: \ et und den Ansatz macht # = rH.f(y);: man erhält 
or y* 


dann J=r" (k,sinng +koecosn y). 
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Ermittlung des Temperaturfeldes bei beliebiger Wärmebelastung. Die Wärmebelastung q 
sei dureh eine Fouriersche Reihe von der Form 


I, Y% I 4 
7 Um > (l,;. +» COS (k q ‚—ı P; h, . sın (h 4 er i ; ? ; A . 2 ; ( 14) 
k=! K=]} 


gegeben. (Liegt 9=f (qg) in Form einer Kurve vor, so kann g durch harmonische Analyse 
in die Form (14) zebracht werden.) 


Führt man Gl. (14) in Gl. (12) ein und beachtet, daß jedem Glied der rechten Seite 
ein gleichartiges auf der linken Seite entsprechen muß, so sieht man, daß die Temperatur- 
Gleichung (9) für beliebige Verteilung der Wärmebelastung folgende Form erhält: 





# —- 2(A- rk k+ Br: rm R).cos (kg) 
k—1 
I Sr kL] —k\.sin (k f (19). 
> I" Dr +1 ‘)-sın(kq) 
k=1 
E-In + F 


Die Konstanten .I bis F ermittelt man, indem man die Gleichung nach r differenziert und 
in die Gl. 10 und 11 einsetzt. Aus den Gliedern mit cos (kg) folgt z. B. für die Außenseite 


| (7; 
A, k- 1 I B}; .k. "a k—1 : 
4 
und für die Innenseite 
] > A f j} . 
Ay kr; B,;:k-r; Kim 2 (A, rt + B,-r k), 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die Koeffizienten A, und BP, ermitteln. 


Ermittlung des Temperaturfeldes für einen Sonderfall. Die Wärmebelastung sei gegeben 
dureh die Gleichung 


q=4,:C0sg r&% er ee a rn 5 Be. 2 ua 2 Zu A SE 


Diese Form entspricht in erster Annäherung den Verhältnissen bei bestrahlten Siederohren. 
"ührt man diese Gleiehune in Gl. (12) ein, so sieht man, daß auf der rechten Seite die 
Sinus-Funktion fehlt, folglieh kann auch links kein Sinus stehen. Die Festwerte Ü, und €, 
müssen also Null sein. Auf der rechten Seite hat k den Wert 1, also ist auch links k=1. 
Ferner müssen die konstanten Glieder links und rechts gleich sein. Also ist 





| TR Pr 
C s (1%). 
r. / 
Daraus folet: 
/ CE \ 
E - I: (18). 
/ 
Ferner ereibt sieh mit % | 
I, 
G— Cr, ? EEE: 
An /. 
Auf der Innenseite ist 
\,9 ; 
04 e "(ds 
(f (.,„r: ")COoSq - — 
or li Pr r;4 
(20). 
(A i "a i 
) (« er ( N; 1)» C0S PT ) "Ar' In nr, ( 6 de) 
Daraus folet 
a, | r, u 
C, 21,3 EN ya ne year Are, 
. @& / r 


\u 


Se 


die 
lie 


de 
de 


Bl 
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ınd 
' ' . A «A .)») 
C, U..r; 3—= — Gr; 3 Cr; ee la ur ee ee, rs des: ' TREE: 
/ /. 


44 ; ; (29) 

L A ( 

RN BR: ' 
„a! r /. ni) ui / ) 
Aa 
q | en] 

( - ET EI ERS 
. /. a / A 

‚(14 i ri) ‚Ki . r;) 

r;’ / Pu / 


r ... Y . 
Setzt man für C,-Inr-+€, den Ausdruck (, : in() + C,, so erhält man für den Fall, daß 
l 


die Wärmebelastung durch die Gl. (16) gegeben ist, die Temperatur der Rohrwand an be- 
liebiger Stelle: 





| r 
ı) U! r+l,- „Jeosp + in B rü, 
i 
darin ist: 
‘ gemäß Gl. (23) 
U, gemäß (il. (24) (25). 
' N 
( 3 7) " VE 
Ya'(e 
C, Eee. 8 
ra 


Zahlenbeispiel. Für den zuletzt beschriebenen Fall sei ein Zahlenbeispiel durchgerechnet: 
In der Gleichung für die Wärmebelastung 


g=q,:C0SYP—4s 
sei 4, = 200.000 keal/m?h 
und 4, = 230 000 keal/m?h, 


dem entspricht eine höchste Wärmebelastung auf der dem Feuerraum zugewandten Seite 
des Siederohres von 430000 keal/m?h und eine niedrigste Belastung auf der Leeseite von 
30 000 keal/m?h. | 


Ferner sei gegeben: 


Außendurchmesser des Rohres — 853 mm 
Wandstärke =5,5 mm 
a Wand-Wasser = 6000 keal/m?’h’C 
/--34 keal/jm’h*’C. 
Die Siedetemperatur des Wassers 9. 250°C (entsprechend 40 atü). 
Dann ergibt sich €, =3500, €, 36, 0, =38l, (,=29. 


A 
Für die Temperaturen der Rohrwand erhält man dann folgende Werte 








Wand Höchste 
Imneratur . 
REURUOUEERREN Wandtemperatur 
0 ( \ un 
( 

F 70-.cos g + 334 404 

Vi 37-cos p + 294 331 
da —d; 33I-C0Os gr 4) 13 


198 
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Ihe application of Heaviside’s operational method 
to the solution of a problem in heat conduction. 
By Sydney Goldstein, Cambridge (England). 


I. Introduction. Many problems in wave-motion and in diffusion, including the conduetion 
of heat, are most conveniently solved by a method due orıginally to Oliver Heaviside'), The 
method has been elarified and extended by Bromw ich?) and others, and a general account of 
it given by Jeffreys’), in whose tract references to other publieations dealing with the subject 
will be found. 

A summarv of the method, and reasons for recommending it, will be given below; and 
it will then be ıllustrated by eonsideration of three related problems in the conduetion of 
heat. In all three problems it is required to find the temperature at any time at any point 
of a given solid body, whieh at a given instant (= 0) ıs at a given constant temperature and 
is placed in a medium at another given, lower, constant temperature, into which radiation 
takes place from the surface of the solid body. First, we shall eonsider the solid body to 
be an infinite slab, of thiekness 21; second, an ıinfinitely long eireular eylinder of radius AR‘; 
third, a eireular eylinder of length 2! and radıus A. The last problem formed the subject 
of a paper by Dr. Franz Berger in the Z. f. angew. Math. u. Mech. for February, 1931 
(Bd. 11, pp. 45 58), and that ıs why I have chosen to discuss it here; the first two problems 
lead up to this one. 


2. Summary of Heaviside’s Operational Method. This summary is not be regarded as 
complete: nor will any justifiecation be given here for the rules quoted. The justification, and 
other rules and formulae, are to be found in the publieations previously mentioned. 

let a variable » satisfy one of the differential equations of mathematical physies. Write 
the equation with all the terms on the left-hand side of the sign of equality and zero on the 
right. Write down the „auxiliary equation* as follows. Ifa term ov/d#f, where t is the time, 
oceurs on the left, replace it by pr, and add pr, to the right side, where », is the initial 
value of». If a term O°0/d#° oceurs on the left, replace it by p’v, and add pr, + pr, to 
the right, where »,’ is the initial value of Or/dt. And so on. It is assumed that sufficient 
initial values are given to ensure that the differential equation and the initial conditions 
determine the value of » for all subsequent time. 

Solve the auxiliary equation for » as ıf p were a number. This gives a solution 
Dip), Say. 

Interpret the solution according to one or more of the following rules and methods. 

(I) IE pp) is single-valued, and is equal to f(p)/ Fip), where fip) has no poles, then 


a 
ı(p) In L. \ MA) ekt 
'0)) u KF(K) 
K 

where the A are the zeros of F(p), and ıt ıs assumed that they are all simple and none of 
them zero. "The «dash denotes differentiation, and the summation is over all the zeros of F(p). 
This rule is known as the partial-fraetion rule, and gives the solution as a series of normal 
[unetions. 

(2) The interpretations of several of the most eommonly oceurring forms of Y(p) are 
known. A Jist is given by Jeffreys (loe. eit.). Other interpretations are given by van 
der Pol (Phil. Mag. VIII, 1929, S61-—-898) and in a fortheoming paper by Goldstein. 

(3) The initial value of » is found by making p infinite in @(p). To find a form suitable 
[or computation for small values of f, expand g(p) In the form which would be most 
suitable for eomputation of gip) for large values of p if p were a number, and interpret 
term by term. 

(4) If the system approaches a steady state, 1. e. if vr tends to a limit as f tends to 
infinitv, this limit is found by letting p tend to zero in y(p). A form suitable for computation 
for large values of f can sometimes be found by expanding y(p) in a form which would be 
suitable for the eomputation of g(p) for small values of p If p were a number, and inter- 
preting term by term. Care is necessary in this, however. "This method of interpretation is 
usually unnecessary if (1) has been successful; and this method is successful when g(p), as 
a funetion of p, has a branch point and no poles. 

') Proe. Rov. Soe. A., 5°, 1803, 504529: 54, 1884, 105-143: Eleetromagnetie Theory: Eleetrieal Papers. 

ı Proe. London Math. Soe. (2), 15, 1916, 401-448. and later papers. 


'), Operational methods in mathematieal physies: no. 23 of the Cambridge traects in mathematies and mathe 


matieal physies, First Edition, 1927. A second edition is in the press. 
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(5) In any eircumstances, the interpretation of g(p) is given by 


er! Nr 
Ps; \syMdä, 
A ni) A ! 
, 
here lare/|<a, and L is a curve from e - ii to ce+ix, where e is finite and positive, 
ınd all the singularities of the integrand are on the same side of the curve as oo. For 


‚ositive values of f, L may usually’) be taken to be any eurve beginning at infinity in the 
hird quadrant, passing round the origin, and proceeding to infinity again in the second 
madrant, provided that all the singularities of the inteerand remain on the same side of the 
curve 48 >, 

This rule provides a basis for a justification of the method; and ıf in doubt, we can 
Iiscover from this rule if we are justified in interpreting in the other ways. 

The rule is due to Bromwieh (tloe. eit.) and the line integral wıll be referred to as 
Bromwiıch's integral’). 


(6) If fit) is the interpretation of y(p), then fi) is the solution of the integral equation, 


L 
yip) p\e Prıhdt. 


0) 


The integral is due to Carson®) It is known that Bromwıch's integral is the solution of 
Carson’ integral equation. 

Br, r 

) IE FIN is the interpretation of g(p), then the interpretation of g(p) - Ss \ MAN) 


0 
More generally, if f,(f) and f,(f) are the interpretations of g,(p) and g,(p) respeetively, then 


the interpretation of p,(p) ys(p) IS 
) 


! t 
IH IE -HdAE=-S SEINE. 
0 u 


(5) There are certain other subsidiary rules to be found in the literature which are 
sometimes useful, e. 9. 


(a) If fit) is the interpretation of g(p), the interpretation of g(p-+-h), where hısa 
positive parameter, 18 
! 
P erh) ch j e Erde. 


u 


(b) IE yo(p) can be expanded in powers of p ', the result of operating on e=-«! F'(t) wıth 
g(p) is given by the equation 


y(p)e «!FDd=e atp(p a) Fit). 


(e) If f(b) is the interpretation of g(p), the interpretation of py(p) is f'(H, where, if 
y(z), as a funetiom of z, has an infinite number of singularities in a strip parallel to the 
imaginary axis, the condition f(O) - 0 is necessarv. 

(4) IE fh is the interpretation of gL(p), the interpretation of e tr p(p) is O for Ih, 
and f(t —h) for t >h, where h is a real parameter. 

We are now in a position to make the following small addition to the discussion of the 
auxiliary equation. If a known funetion of f oceurs as a term in the original differential 
equation, then in the auxillary equation ıt should, if possible, be replaced by its „operational 
representation“. [IE f($ is the interpretation of g(p), then g(p) is called the „operational 
representation" of f(t).] 


A) A suffieient eondition is that g (4)/2 should tend to zero uniformly with regard to arg A (for the values of 
arg A eoncerned) as 4  tends to infinity. Some such eondition is also necessary for the truth of the partial fraetion 
rule (1). It is always satislied in physical examples. 

5) The statements of this rule and the partialfraetion rule are quoted with slieht ebhanges from Jeffrevys (loe. eit.). 

6, Kleetrie Cireuit Thoery and the Operational Calenlus, New York, 1926. 

', Jeffreys's exposition of the solution of a system of ordinary differential equations, such as oeeurs in the 
!heory of the oseillations of a mechanical system with a finite number of degrees of freedom, is based entirely on 
definite integration. 
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3. Advantages of Heaviside’s Operational Method. The most usual method of solving th« 
problems for which the operational method is recommended is by use of a series of norma 
[unetions. Compared with this method, the operational method has the advantages that it i: 
easier to find the eoeffieients in the series by using the partial fraction rule than by th« 
usual methods, it is not so usual to make mistakes in the working, and errors due t: 
assuming a wrong form for the expansion of an arbitrary funetion — errors which have certainlıy 
been made in the past are avoided. Finally, and in some ways most important of all, th« 
solution by use of a series of normal funetions is unsuitable for computation or for exhibiting 
the character of the solution when # is small. Thus Berger (loc. eit.) says „Es ist auch 


hier darauf hinzuweisen, daß für sehr kleine Werte von t die Berechnung der Temperatur 


dadureh unsicher wird, daß die Konvergenz der Reihen sich mit abnehmendem # verlangsamt.“ 
By use of the operational method, it is easy to find a form of the solution especially suitable 
for sımall values of f. 

Since Bromwich’s integral gives the interpretation of an operational solution g(p), 
the operational method is equivalent to the use of complex integrals. But there is an 
enormous gain in coneiseness of expression, and many steps suggest themselves in the course 
of the working which would be missed when using the more eumbrous notation. 

Somewhat similar remarks apply to the use of Green’s funetions and integral equations, 
though in the latter case numerical solutions are occasionally obtainable which are very 
diffieult to obtain bv other methods. 

In the solution of many problems, it is suffieient to use rules (1) and 3) of $ 2, and 
to make use of known results. This will be the case in the problems solved below. But in 
obtaining the „known results“, use has been made of rules (5) or (6). Examples of the use 
of all the rules given, and of others, will be found in the literature. 


4. Conduction of Heat in a Plane Slab with Radiation at the Surface. At time !=0 an 


inlinite slab, of thickness 21, at constant temperature, is placed in a medium at another lower 


eonstant temperature. As Berger (loe. eit.) points out, there is no loss in generality in 
taking the initial temperature of the slab as unity, and that of the medium as zero, and we 
shall therefore do so. We shall use the same notation as Berger; d denotes the temperature, 
a the thermometrie conduetivity, Ah the relative emissivity, f the time, and z distance 
perpendieular to the face of the slab measured from the middle of the slab. Then 9 is a 
[unetion of z and f onlv, and satisfies the equations 


0 Ol, N 
ot "2: | 
) I when t=0 ,.._. en a A 2), 
Or 
‚_th9=0 whenz=!| . ge u a 
Ö: 
0%, 
_„_th9=0 when z2=-1. nn wei 
()<z 
The „auxiliary equation* is 
0° . 
Nr p»: A ee ee ° ° 
which, if we write 
paq Ka ce EEE N ii 0 er lee ne tue (6), 
becomes 
0" ı) a ” FE 
Na: d= Ta VE a une. es (4). 


rom (3) and (4) it is clear that 9 is an even funetion of z, and the solution of (7) required 
Is, therefore, | 


| u Ä 
ı) I+ 4cosh yz. lcosh y2= (e!*—+e ru ER! Bu er ee (S). 


From (3) [or (B] it follows that 


gAsinhg/I+h+hAcoshgyl=V, 
and, therefore, 


| = (9). 
ysinh gl+heosh gl 
f h cosh qz (10). 


ysinh gl! + hecosh ql 


and 
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‚pply the „partial fraetion“ rule. "The solution is an even function of q, and, therefore, a 
ingle-valued funetion of p. The numerator has no poles; the denominator has zeros when 

+i K, where 
A A 


5... 4a tl ac! a de eh An, 2 5 5 Zr PR ENDE er 


he value —iK of q gives the same value, —aK?, of p as the value +iK, and, therefore, 
n applying the partial fraetion rule only the values +iTK need be considered. If we take 


f(p) =heoshgz, F(p)= gsinhgyl+heoshul . . 2 2 .2.2...(d8), 
ve have 
(0) 
F (0) (4) 
fi») h cos K z wheng=iR 5 AIR EEG. SOHRER 3 GE N A (15). 
BR: | d „— | 
"Ay F(p) . Tag F(p) > Tale + hl) sınlı yl + qleosh gl] (16). 
and when g is equal to ©K this is equal to 
| un u - 
5 kK[A+hl)sn Al+Klcos Kl . a - 


The partial fraetion rule therefore gives 








dt | > \ 2 h cos K 2 e aK?t\ 
\ "——_ Kil-+hlbsın Kl+Klcos Kl} | 
K . - i (18). 
_o \ ; heos Kz ea K?t 
7 Ktil+hlsin Kl+ Klcos Kl! 
NK 
Now from (11) and (12), 
h/K=tan Kl, hl= Kltan Kl, 
and therefore 
h tan Kl 
Ktiıl+hlbisin Kl+Klcos Kl, (i+KltanKDsın Kl+ Klcos Kl 
(19), 
tan Kl sın KI 
sin Kl+ Kljeoss Kl Kl+sın Klecos Kl 
so that 
y sın Kl PR 
—_. Eniae » „ak PO) 
u Kit sinKleoskje®Rze ee 
NK 
which is the usual form of the solution. 
For t=0, we find | En 
PR. "% sın Al Be ’ 
| 2 rue” u rer 2 a. 
K 


The summation is over all the positive roots of (12). 

For large values of at/l’, one or two terms of (20) are all that are necessary to provide 
a satisfactory approximation to the value of 9. But the solution (20) is unsuitable for 
eomputation or for exhibiting the nature of the solution when at/P is small. To find a form 
suitable in such eireumstances, we expand (10) as follows. 





g h (E41: 4 eq -) 
qleat — e-ut) + hleat + e-«!) 
Ih e1: hg I 
20a: —2al 
fast Ey u Er vn 
(22). 
h h—ı 
ui ga 2) „— 202 Pe Ygql L_ 
— 1] Er (I-+e (1 F+er7 EEE 
4 h , alt —2) h r gilt 2) ‚Aih v. al 2) 
hy h+y (h+gq) 


s, The roots of this equation are all real, k being positive. 
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Now 
Ad ER DL at+ha) 1 -erf[, " +hyat]\ 
er eXp (kr at Thx er | hya a a 2 2) 
h+y 2yat | zyat | ” 
‚Jeffrevs, loc. eit. p. 60), where 
-) " 
erf.r \e al © SR mEELRROE Eur DR FEERDORMFR Dr 
I. 


0 


and is tabulated by Jahnke and Emde, who call it the „Fehlerintegral“, P (x). For large 
values of .. 


If we neeleet all but the first three terms of (22), we find 





VE f erf Due. exp (hr at-+h al erf | En. hr} at) \ 
| 2y.at | | 2yat J 
(26). 
HE ie ass N 
! er 7 or exp (h “tn! aber “hr at), 
When I -z or I+z ıs not small, we may use (25) to approximate to these expressions. 
But (26) as it stands applies whether ! z or !+z is small or not. 


When an expression such as (26) is available, it is scarcely ever necessary to consider 
more than four terms of such a series of normal functions as (20) for any value of ft. 


5. Conduction of heat in an infinite cylinder with radiation at the surface. At time t=V0 
an Infinite eireular evlinder of radıus R, at unit temperature, is placed in a medium at 
temperature zero. If r ıs distance from the axis of the eylinder, the temperature W satisfies 
the equations 


a7) 0’ 109 
& A | er N DS (1). 
of or r or 
’) u ;:7.:: 6 2 | (2). 
RY B\ 
- -h"3=0 when r 0 (3). 
oJ 


The „auxillarv equation“ 18 


Tl, Ti en a (4). 


where 
p ag“ ee Se ee (») 


as before. 9 must remain finite when r 0, and. therefore. with a usual notation for Bessel 
funetions. 


D=il+ALteni=i+ Adtier)l . » "2.8 (6). 
rom (3), 
qAl,(gR)+h+hALllaR)=V. ..... A : (1), 
and. therefore. 
lı 
1 Due Sr BE Er VG. n BE ee (S). 


al, (ykK)+hl,(g BR) 


hl,(yr) \ 
yl,(q BR) HM I,(q KR) ()) 
sınce 


dd 


1) | d 


BONS: .» % #8 ao 
E 
Apply the „partial fraetion rule“. Again the solution is an even function of q, and, therefore, 
a single-valued funetion of p. The numerator has no poles: the denominator has zeros when 
7 +in, where 

inIl, (in) +-hI,(inM)=VO, 
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hat IS, 


ERENTO 


\s before, only the values +in of y need be considered in applying the partial fraction 
ıle. If we take 


f(p)=hl,(gr), F(ip=qal,(aR)+hl(aR). .:. . . . . (2), 
| ve have 
(0 
u Fo; em 
| f(p)=hJ),(mR) wheng=in .. . ae 
Pu, F(p) 5 15, F(p) 2 al A+hPM) I, (ygR)+gRl(gR)| . (15), 


and when g is equal to in this is equal to 





sn|ıi+HhM)J, (nd) +nRJ'(nB)| . .» . 2. ..2...(6). 
)). - 
Ihe partial fraetion rule, therefore, gives 
4 ERBE MEN, bla) am 
| nl +hR)J (nk) +nkJ'(n B)] | 
FR N ce ee 
© hJ (nr) an 
nl +hR)J, (nk) +nRJ (n k)] 
„ 
4) R 
a Now by a well-known reeurrence formula 
” sBJI,LKARN=RBRJI. KDD —- IMR -: .. 3.3 2. nes +  ), 
1) and, therefore, 
h h 
2). „|I+hRM)J (nk) +nRJI'(ni)| n|hRI Kuh) HnRJ, (nun R)] 
)). and on substituting for Ah from (11), this becomes 
J (nR) J (nk) 19 
J,(nR) |n RJ’(nB)J, (nA) +nRJ (nB)| nR|JIF HB) + I "(in B)] ! 
h), 
Again using (11), we see that this ıs also equal to 
)) | 
n.J, (n RR) n.J (n BR) on 
o] Rn? J,(nB)+WJ,(nk)| Rn: +1) In R) W 
) Fhus 
) ) \ / nd ) I, (N S oe nt (> ' 
7\ u nRE|JS(nR) + J (mn R)] Be u 
„ 
S). \ n J, (n hi ) I, (nr) P an?d (22) 
— R(n?+h)J?’(nR) un 
„ 
)) "or 0 we find 
Ei \' J (n BR) J, (nr) > \'nJdnk)Jinn) (23) 
)) Ka) N RICH R-+ J’(n I?)| a BRin?+h?)J’(nR) Pe 
. „ „ 
[he summation is over all the positive roots of (11) '". 
.e. 
'n », The roots of this equation are ali real, since Ah is positive. See, for example, Watson’ Bessel 
Funetions, p. 482. 
10, If initiallv the temperature of the eylinder is zero, and that of the medium outside is unity, the tempe» 
vature at any time wonld be 1--%, where 4 is given by (22). A similar remark applies to the other problems. 
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Either (21) or (22) is suitable for large values of at/R?. For small values, 
(9), and use the asymptotie expansions of the functions I, and I, for large positive values 
of the argument. (See, for example, Watson’s Bessel Funktions, p. 203). We thus obtain, 
as an asymptotie equality for small affr?, 





| 
ar 1. - /i») »\? 
hi 1 Bar ..)arqr) 
ı) | 5 
® > > 1 
gerrti z = .../(@2rgqR) Hheıt(i +...) (27q4 MR)’ 
( 4 I 
| (24 
| ui +). 
- p yı(R r) 1 "Syr F ) 
I hRlr) a 
4 i +.) ! 
Sy Ir \ 7 
Io qiR- vv) | | l 3 
ir L+ Bm J = | 
I Acikir) r | ! 7 \ör SR | | 
Now it is known '') that 
Mm .—QUX -)| . BT, 2 mp  xX”?lSat D X = 
ga (-/ 7)’ (zat) 2 € m—1 Id (=) 
where D,,(z) satisifes the differential equation 
| u 
DD. i#) (m P= | ) Dut2)=V. (26). 
For large positive values of z, D,.(z) has the asymptotie expansion 
Dein eg r m(m 1) mem ln - 2)(m 5) \ 27) 
(2 Zu By | I. 4zi ee A). 
It also satisfies the reeurrence relation 
Darı(2) -—zDun(Z) tmDua-ıl2)=V. (28), 
and 
ı I Es» ._ 
D,(2)=e”4 D_,(2) | = a) e (1 - erfz/y 2) (29), 


so that D_,, D , ete. are easily found, and could, in fact, be easıly tabulated, from the re- 
eurrence relation (29). 
From (24) it follows that 


. > / . - R r 2 | | . 3 .) 2 I ‚ N | '+) 
9-1 - 2h(Ratlar) D-.| >=) | Age "35 h)@at) D (\ 3 |- se (30). 
When AR  r is not small, we can approximate to the D functions by using (27); but (30) as 


r is small or not, so long as r is not small. 

In obtaining (24) or (30) we used not only the asymptotie expansions of I,(qR) and 
!,(q BR), but also that of I,(qr). We thus assumed not only that Ay at is large, but also 
that »/j at is large. When ZA/y at is large, but r/J at is small, we can approximate to the 
result bv using the asymptotie expansiıons of I, (qyR) and /,(y R), and the series for I,(yr) 
in ascending We thus obtain 


it stands applies whether A 


powers of yr. 





FO hI,(qr) 
yl,(qR)+hI,(gR) 
Ti Y Tu y" \ 
h | ” .)2 2 32, l? Ted 
| _ — ea 
ger"lı — pt ) (22q4B) ner +..)/(2aq BR): 
\ ( 4 l 
: . 2 „2 1A BR h \ 
.) )\. Eu ur) a 4 ı 3 ı | f E_ . = 
| h(2aR) ya | Br 92 4? 2 ! Sy R ’ 


We can then interpret term by term by (25), and use the approximation (27) for the D funetions. 
Thus the first approximation for points on or very near the axis Is 


11) See a fortheoming paper by Goldstein. 


we return to 
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> 3 . . l, ur 
In these ways we can find satisfaetory approximations when R/(at)’ ıs large, and r/(at)® is 
Br e i r 
»ither large or small, but when r/(at): is moderate, the approximations are more complieated, 
ınd are probably too complicated to be of much use. In practice, the expressions already 
'‘ound are generally suffieient for computation. 


6. Conduction of heat in a finite ceircular cylinder with radiation at the surface. At time 

0 a eircular eylinder of length 21 and radıus Z, at unit temperature, is placed in a medium 

at temperature zero. If r is distance from the axis of the eylinder, and z distance parallel 
to the axis measured from its mid point, the temperature 9 satisfies the equations 


O7, 09 109, 99 
a + 4 _ re ne ar a ae 5° 
Of or’ r or 02° 
a , 7 WE | 2 et en % 
0%. ’ ’ 
—thd=0 whenr=R. . | ae te 
or 
0 ı) , 
-h9V=0 when z2=1. . sr Pr mr: 
Oz 
0. r 
‚„th9a=0 when 2 | (>). 
Oz 


Ihe equations are linear, and we can build up the complete solution by superposition. Suppose 
that instead of (2), we have 


”=cosKz when t=0 . . . EEE DE EEE Er 1 
where A is a root of the equation $ 4 (12), namely 


KitanKi=hl . . . . a Da ER N Te 
Then 
BEP DH. - -: se. SH LET, VE 


where » is a funetion of r and £ only, satisfying the equations 


or2 vv, 10 K: (9) 
Of or "ror 
u WERE: u a ea ee 5 
dv 
rat=DB wiear=R ..:. +... v6 
or 
Ihe auxiliary equation Is 
O’v Il or FA 
a + h’r pr Pe | sr + DM 


or? roör 
I{ we write 
ah? —+ pa Ti an PR 00 2 En: 
thııs becomes 
vo, 10 R | 
ar zairer Bi. ee ee ee 


ınd the solution which remains finite on the axis Is 


BEER ee 

"rom (11) 
BL FTADBE FRALK BR = #9... ee A 
16 
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and, therefore, since I, (qgR)=I,(qR), 
hp 
a rl E (y R)+h I,(q R)] 
p hpl,(gyr) 
ap aglgalL,(igR)+hl,(qyR)]| ' 


Now apply the partial fraction rule. First 


ı 


P pP ea K?t 
ag p-+tak’ 


(17), 


(18). 


(19). 


Next, the second term is, as before, an even funetion of q, and, therefore, a single-valued 


funetion of p. The numerator has no poles; the denominator has zeros when 


?=0, p=-—afkR? (20), 
and when q= +in,p a(K?-+n?), where 

n RJ (nK)=hRJ,(nR) (21) 

as in 5 (11). Again only the values Hin of q need be considered. If we take 
fin =hpl,(gr),, Fip)=aqg|ygT,(yRM)+hl,(g BR). (22) 
vo hası 1m, rn 
fip)=hp when q=Ö. (24), 
and —hpJ,(nr) when g=in. 25). 

a _ e. di | 

P 35 F(p) rrtr F(p) plaeh(gR)+hL,(gR)]+ Spqldth RL, (gR)+qRLl’(qR)] (26). 


When 4° ©, this is equal to ph; when q is equal to in, it is equal to 
| 
sprli+hRJ, (nR)+nRJ'(nR)] 


Ilence the partial fraetion rule gives 


ak?t ak?t > \ ’ hpJ,in r)e ar 
"hi 7 e 2 z 
| u PR + hR)J (in B)+nRJ "in A) 
n 
9 \ ' h Jin r) ek? 4 n")t 
nl +hR)J (nR)+nRJ'(nR)] 





The eoeffieients ın this series are the same as those in 5. (17), and therefore, as in 

and (20), 

») \ y J(n BR) Jin r) ee(KR?+n?)t 

on R|JF (in P)+J "(n R)] 
n 

3 Nr nJ, (mn BJ, (nr) 

—o, Rin’+h?) Jin R)“ 


n 


a(K?+n?)t 


Hence, if 9 = eos Kz initiallv, 


a K?:t \ u 2) (n R)J,(n r) 
u N RIJFIn P)+J In R)] 


n 


ı) eos K 20 an?t 
If, then, initiallv 
y u r 
2sın Kl 
ı) — l \ 


— . Kl-+sın Kleos Kl 
A 


cos K z 


by the superposition of solutions we find 


we | he Kl _ 08 Kge—aktt \'2J(n R)J.(n r)e an?t | 
_— _ Kl-+sın Kleos Kl un RI (nn RB)+J "(n R)] 


K n 


ı) 


(27). 


(28). 


D. (19) 


(29), 


(30). 


(31). 


(32), 


(33). 
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The solution required, therefore, is the produet of the series found in 4. (20) and 5. (21). The 
values of these series for small values of t have already been discussed, so that further 
diseussion Is unnecessary. 


Zusammenfassung. Heavisides Operatoren-Methode wird angewandt, um die folgenden 
drei Probleme der Wärmeleitung zu behandeln: Bestimmung der Temperatur für jeden 
Zeitpunkt und an jedem Punkte 1) in einer unendlich ausgedehnten Platte von der Stärke 21, 
>) in einem unendlich langen Kreiszylinder vom Radius R und 3) in einem endlichen Kreis- 
zylinder von der Länge 21 und vom Radius R. Der Körper besitzt eine bestimmte konstante 
Anfangs-Temperatur (welche gleich 1 gesetzt wurde) und befindet sich innerhalb eines 
Mediums von niedrigerer Temperatur (welche gleich O gesetzt wurde), so daß die Oberfläche 
des Körpers Wärme ausstrahlt. 

Die Operatoren-Methode läßt sich folgendermaßen zusammenfassen: Es genüge eine 
Variable » irgendeiner Differentialgleichung der Physik; man bringe alle Glieder der 
Gleiehung auf die linke Seite des Gleichheitszeichens. Darunter schreibt man die nach 
(olzenden Regeln aufgebaute „Hilfsgleichung“*. Bezeichnet f die Zeit, so ersetzt man jedesmal 
E 
“dureh pv und fügt auf der rechten Seite pv, hinzu, wenn ®, den Anfangswert von ® 


Of 
. 0” ) 0) us. 6) nt ® [2 
bezeichnet; ebenso ersetzt man Ag durch p’® und fügt rechts p’r,—+p ", hinzu, wobei r, 
der Anfangswert von N} ist usf. Man löst nun die „Hilfsgleiehung*, indem man » als 
- ( 
Funktion von p berechnet: »—=g(p). Diese Lösung läßt sich nach verschiedenen Regeln 
und Methoden interpretieren, wie vor allem in $ 2 ausgeführt wird. 


3jezeichnet 9 die Temperatur, a die Wärmeleitfähigkeit, " die relative Wärmeübergangs- 
zahl, # die Zeit, z den senkrechten Abstand der Oberfläche der Platte, gemessen von der 
Mitte der Platte, und setzt man p=ag’, dann ist die Lösung von Problem 1) gegeben durch 
61. (10), $ 4, S. 236. Nun ist eine der Regeln zur Interpretation einer derartigen Operatoren- 
’ ’ m ’ fip) 
Lösung, die „Partialbruchregel*: Hat die Funktion f(p) von p keine Pole, und ist = ' 

- - (p 
eine eindeutige Funktion von p, so gilt: 


iD _ FO. N TR Mi 
F(p) Fi) a F’(K)“ 
K 
Dabei sind die KA die Nullstellen von F(yp), die alle als einfach (und von Null verschieden) 
vorausgesetzt werden, der Strich in F’(K) bezeichnet Differentiation, und die Summation ist 
zu erstrecken über alle Nullstellen von F'(p). 

Die Anwendung dieser Regel zur Bestimmung von d in 4. (10) S. 236 führt nun zu 4. (20), 
wobei die Summation über alle positiven Wurzeln von 4. (12) zu erstrecken ist, Diese übliche 
Form der Lösung ist ungeeignet, falls : klein ist. Um auch für diesen Fall eine geeignete 
lösung anzugeben, benutzt man 4. (10) wie ın 4. (22), und nach der bekannten Interpretation 
von he-4x/(h-+g) ist 9 dann annähernd durch 4. (26) gegeben, und zwar für kleine Werte 
at 
Pr 

Bezeichnet r den Abstand von der Zylinderachse, so ist die Operatoren-Lösung des 
zweiten Problems in 5.(9) S. 235 gegeben, wobei I wie üblich die Besselsche Funktion be- 
zeichnet. Die Interpretation nach der „Partialbruchregel“ gibt 5. (21) und (22), wobei die 


z u r ” af i 
Summation sich über alle positiven Wurzeln von 5. (11) erstreckt. Ist ne klein, so erhält 


von 


man, wenn man die asymptotischen Ausdrücke für die Funktionen /, und I, für große positive 
Werte des Arguments benutzt und Glied für Glied interpretiert, einen Näherungsausdruck 
für 9, der in 5. (30) gegeben wird. Dabei sind die D-Funktionen in 5. (26) bis 5. (29) kurz 
es R a at .- r 
definiert. Wenn R: klein, aber „2 groß ist, so benutzt man die asymptotischen Entwicklungen 
Lv . « 
von I,(q R) und I,(qR) sowie die Reihenentwicklung für /,(qr); man findet dann, daß für 
Punkte auf oder sehr nahe der Achse 9 näherungsweise durch 5. (32) gegeben ist. 
Schließlich findet man die Lösung des 3. Problems, indem man # gleichsetzt dem Produkt 
der Reihen 4. (20) und 5. (22), welche Lösungen des ersten bzw. zweiten Problems sind. Die 
Werte dieser Reihen für kleine Werte von f sind bereits diskutiert worden. 190 
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Über zwei theoretische Fragen der Nomographie und die 
Anwendung der Transformation von Nomogrammen zur 
Gewinnung von Fluchttafeln und Flächenschiebern. 


Von Eugen ITakdes in Wien. 


in Nomoeramm für eine vorzezebene Funktion kann man in verschiedener Weise kon- 
F struieren: Entweder nach dem Verfahren von M. d’Ocagne, das die Hilfsmittel der 
analytischen Geometrie verwendet, oder nach der darstellend - geometrischen Methode von 
‚con Lalanne, die auf der Anwendung der kotierten Projektion beruht. 

In einer früheren Arbeit habe ich mit Hilfe der mehrdimensionalen darstellenden 
(seometrie Nomogramme von Gleichungen in vier Veränderlichen konstruiert und eine 
Klassifikation dieser Nomogramme vom Standpunkt der mehrdimensionalen darstellenden 
(seometrie erhalten '). Die darstellend geometrische Methode gibt jedoch noch zu einigen 
theoretischen Fragen Anlaß, die im ersten Teil der vorliegenden Arbeit besprochen werden 
sollen. Wir werden das „Existenzproblem“ behandeln, nämlich die Frage, ob es zu 
einer vorgezebenen Funktion stets ein Nomogramm gibt; dabei werden wir auch untersuchen 
müssen, wie der d’Ocagnesche und der darstellend geometrische Nomogrammbegriff zusammen- 
hängen. Im zweiten Teil werden wir uns mit der Transformation von cartesischen Tafeln 
befassen. Mit Hilfe der Polarität werden wir Fluchttafeln, mit Hilfe der Fußpunktverwandt- 
schaft werden wir Flächenschieber erhalten. 


1. Das Existenzproblem. In der oben erwähnten Arbeit haben wir Tafeln erhalten, die 
die gleiche Struktur haben wie d Ocagnes „allgemeinste Nomogramme mit Linienkreuzung 
bei verzweigten Systemen“. Durch den Gang unserer Konstruktionen können wir nicht nur 
eine räumliche Deutung für diese dOcagneschen Nomogramme erhalten; sondern auch 
eine theoretische Frage, das Existenzproblem, beantworten. 

Schilling’) bemerkt zu dieser Frage folgendes: „Was Gleichungen mit zwei Variablen 
betrifft, so ist jeder Rechentafeltypus auf eine beliebige solche Gleichung anwendbar. 

Auch für Gleichungen mit drei Variablen existieren gewisse Rechentafeltypen, die in jedem 
Falle anwendbar sind. Anders ist es im Falle einer Gleichung mit vier oder mehr Variablen. 
Hier ist vor allem erst die Möglichkeit nachzuweisen, daß die vorgelegte Gleichung überhaupt 
dureh irgendeinen Rechentafeltypus darstellbar ist“. Wenn man sich auf die von M. 
d’Ocazne betrachteten Tafeln beschränkt, kann man die Frage, ob es zu jeder Gleichung 
in vier Veränderlichen ein Nomogramm gibt, nur beantworten, indem man ein recht kom- 
pliziertes, bisher nur in Sonderfällen erledigtes Problem löst. Man kann nämlich nur dann 
behaupten, daßjes zu einer vorgegebenen Funktion ein Nomogramm gibt, wenn man den 
Rechentafeltypus angeben kann, zu dem es gehört. So sagt ja auch d’Ocagne°): „Pour les 
equations Aa plus de trois variables, au contraire, il n’existe pas de methode absolument 
oencrale. En rattachant une equation de cette sorte a tel ou tel type que l’on sait traduire 
par un abaque, e'est done la possibilite meme de sa representation qu’on met en evidence.* 
Wir haben jedoch bei unserer Darstellung auch allgemeinere Tafeln, als sie M. d’Ocagne 
betrachtet, erhalten und sind nun in der Lage, das Existenzproblem durch die räumliche 
Deutung der Fragestellung zu beantworten. Eine Gleichung Fix, 9, 2, wW)=0 in vier Ver- 
änderlichen bestimmt eine Überfläche Y; deren Bild liefern die Methoden der mehr- 
dimensionalen darstellenden Geometrie. Das Bild dieser Überfläche kann aber auch als 
Nomogramm für die gegebene Gleichung verwendet werden. So sieht man also, daß es zu 
jeder Funktion in vier Veränderlichen ein Nomogramm gibt. Die Struktur 
des Nomogramms kann man allerdings erst dann angeben, nachdem man von der Überfläche, 
die die zu vertafelnde Funktion bestimmt, zugeordnete Normalrisse konstruiert hat. Für 
Funktionen mit beliebig vielen Veränderlichen lassen sich leicht ähnliche Betrachtungen anstellen. 


2. Der Zusammenhang zwischen dem d’Ocagneschen nnd dem darstellend geometrischen 
Nomogrammbegrif. Zum Abschluß dieser allgemeinen Betrachtungen über cartesische Tafeln 
wollen wir noch das Problem beantworten, wie die mit Hilfe der darstellend geometrischen 
Methode erhaltenen Tafeltypen für Gleichungen in vier Veränderlichen mit den Nomogrammen 
d’Ocagznes für vier Variable zusammenhängen. 

In Übereinstimmung mit der darstellend geometrischen Behandlungsweise der Nomo- 
graphie können wir die eartesischen Bildtafeln folgendermaßen definieren. 

I, Anwendung der mehrdimensionalen darstellenden Geometrie auf Nomographie. Diese Zeitschrift Bd. 10, Heft 5. 

?, Sehilling, Über die Nomographie von M. d’Ocagne. Berlin 1922, 96. Theoretische Betrachtungen. 8.4. 


') M. d’Oeagne, Traite de Nomographie. Paris 1899, Chapitre VLII Etude des equations representables au 
mnoven d’un type d’abaque donne. No. 151, 8, 416 und 417. 
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Eine cartesische Bildtafel einer Funktion F (x, y, z, «)=0 ist eine in geeigneter 


Weise kotierte Projektion einer Überfläche 2, die in einem einfachen sei es analytischem, 
sei es konstruktivem — Zusammenhang mit der durch die Funktion Fix, 9, 2, u) = 0 


dargestellten Überfläche Y steht. 

Wenn wir sagen „in geeigneter Weise kotiert“, so wollen wir damit ausdrücken, daß 
es nicht notwendig ist, die Koten den zu kotierenden Elementen den Schichtenlinien — 
selbst beizufügen, sondern daß es gestattet ist, die Kotierung mit Hilfe geometrischer Inzı- 
denzen auf die zu kotierenden Kurven zu übertragen. So geht man ja auch bei den „all- 
oemeinsten Nomogrammen mit Linienkreuzung bei verzweigten Systemen“ vor; eine direkte 
Kotierung wäre bei diesen Tafeln unmöglich, da ja jede Schichtenlinie Träger von einfach 
unendlich vielen doppelten Koten ist. Als Projektionsart verwendeten wir die orthogonale 
Projektion im vierdimensionalen euklidischen Raum, es ist selbstverständlich auch irgend- 
eine andere Projektionsart zulässig, man wird allerdings zumeist die Orthogonalprojektion 
mit Vorteil verwenden. Bei besonderen Untersuchungen, etwa zum Nachweis, daß ein usu- 
eller Nomogrammtyp in den Bereich unserer Definition fällt, kann eine andere Projektionsart 
zweckentsprechend sein. 

Im folgenden wollen wir ganz kurz die Definition des Nomogrammbegriffes, wie sie 
M. d’Ocagne in seinem Lehrbuch entwickelt), besprechen. 

Alle Nomogrammtypen, die M. d’Ocagne in seinem Werk behandelt, stellen sich dar 
als Sonderfälle eines abstrakten geometrischen Gebildes, des „allgemeinsten Nomo 
eramms“?). 


Man nimmt » ebene Blätter =,....rz, an; das erste Blatt 7, sei undurcehsiechtig, die 
übrigen n —1 seien durchsichtige. Durch drei einfache Berührungen ®)’) von Elementen 
Punkten beziehungsweise Kurven des ersten und zweiten Blattes verbindet man 7, und 


z, und erhält so den Verband [7,, z,]. Diesem Verband fügt man mit Hilfe von drei weiteren 
einfachen Berührungen das Blatt x, hinzu und erhält so den Verband [7,, z,, z,]. So fährt 
man fort, bis man nach 3n — 3 Berührungen alle » Blätter verbunden und so den Verband 


a 7„| erhalten hat. Diese 3» — 3 Berührungen dienen zur Einstellung der » Blätter 
aufeinander und werden daher „Einstellberührungen“* genannt. Nach vollzogener 


Einstellung nimmt man auf z, ein viertes, bisher unbenütztes Element an, ebenso nımmt 
man auf einem der früheren Blätter ein unbenütztes Element an und zwar so, daß diese neu 
angenommenen Elemente in einfacher Berührung stehen. Dies ist jene Berührung, die bei 
jeder Ablesung einer graphischen Tafel, das heißt bei der Auflösung der zugrunde gelegten 
Funktion, verwendet wird; deshalb wird sie die Lösungesberührung genannt. Wir haben 
also insgesamt 3n —2 Berührungen, und zwar eine Lösunesberührung und 3n — 3 Einstell- 


berührungen verwendet. Jede Berührung von zwei Ebenen, z. B. von z, und zn, bzw. 
von einer Ebene und einem Teilverband von |[z,, ,,....: Un] liefert uns eine Gleichung, in 


der erstens die Bezifferung der sich berührenden Elemente, zweitens drei Parameter, ent- 
sprechend den drei Freiheitsgraden der beiden Ebenen gegeneinander, vorkommen. 

Jede auftretende Berührung liefert uns eine neue Gleichung, jede zu 7, neu hinzutretende 
Ebene liefert uns drei neue Parameter. Wir haben 3» —2 Berührungen und » Ebenen ver- 
wendet, dementsprechend erhalten wir nun auch 3n-- 2 Gleichungen zwischen den 
Bezifferungsvariablen und 53» —3 Parametern. Durch Elimination der 3n —3 Parameter aus 
diesen 3n —2 Gleichungen erhalten wir eine einzige Gleichung in den Bezifferungsvariablen. 
Dies ist die durch unser Nomogramm dargestellte Gleichung, die Zahl der Variablen kann, 
wie die obige Betrachtung zeigt, beliebig gewählt werden. 

Und nun können wir ın ganz einfacher Weise die früher gestellte Frage nach dem 
Zusammenhang unserer Definition und des d’Ocagneschen Nomogrammbegriffes beantworten. 
Jede Lösungsberührung ordnet nämlich einem Punkt eine mit ihm inzidente Kurve zu, 
die Gesamtheit aller Lösungsberührungen liefert uns also eine Punkt-Kurvenverwandtschaft 
besonderer Art. Die mehrdimensionale darstellende Geometrie lehrt nun, daß eine Überfläche 
in Orthogonalprojektion durch eine Punkt-Kurvenverwandtschaft dargestellt wird. Die Gesamt- 
heit der Lösungsberührungen stellt also eine Überfläche dar: damit ist aber gezeigt, daß sich 
der d’Ocagnesche Nomogrammbegriff in unsere Definition einordnen läßt. Man sieht aber 

4), Siehe diesbezüglich: M. d’Ocagne, Traite de Nomographie. Chap. 6. Theorie generale ..... No. 146 
Abaques A plusieurs plans superposes und No. 147. Type d’abaques eorrespondant aA un nombre donne de variables. 

5), Der Begriff des „allgemeinsten Nomogramn:s nach M. d’Ocagne* wird auch in der Arbeit von P. Luekey, 


„Nomographische Darstellungsmögliehkeiten“ entwiekelt. Zeitschr. für angewandte Mathematik u. Mechanik Bd. 3/1. 
6) Unter einer einfachen Berührung versteht d’Ocagne die Inzidenz eines Punktes und einer Kurve. 


Die doppelten Berührungen, das sind Inzidenz zweier Punkte und Tangierung zweier Kurven, lassen sich wie leicht 
ersichtlich ist immer auf zwei einfache Berührungen reduzieren. Bei einer Berührung gehören die sich berührenden 


Elemente stets verschiedenen Blättern des Verbandes an. 
’), Die drei einfachen Berührungen, die zur Verbindung von je zwei Blättern notwendig sind, entsprechen den 
drei Freiheitsgraden. 
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auch, daß unsere Definition die umfassendere ist; haben wir doch auch Nomogramme erhalten, 
die sieh in den d’Ocagneschen allgemeinsten Nomogrammbegriff nicht einfügen. Einen 
solehen Nomogrammtypus stellen die Verwandtschaftstafeln dar. Bei diesen sind ja der 
Punkt und die ihm zugeordnete Kurve im allgemeinen nicht inzident, also können diese 
Tafeln keine Nomogramme im Sinne d’Ocagnes sein. 

Durch räumliche Betrachtungen war es uns möglich, den d’Ocagneschen Nomogramm- 
beeriff zu erweitern. Alle d’Ocagneschen Nomogramme können wir auch nach der vorhin 
eerebenen Definition erhalten, haben jedoch auch Nomogramme konstruiert, die den Rahmen 
des d’Oeageneschen Nomogrammbegriffes überschreiten. Im Rahmen unseres erweiterten 
Nomogrammbegriffes konnten wir das Existenzproblem lösen, da wir ja ein Konstruktions- 
verfahren nämlich das darstellend geometrische — erhalten haben, das unter Verwendung 
der Hilfsmittel der mehrdimensionalen darstellenden Geometrie zu jeder vorgelegten Funktion 
ein Nomogramm liefert. Es bleibt jedoch dahingestellt, ob für den d’Ocagneschen Nomo- 
erammbegriff dieses Existenzproblem einer positiven Beantwortung zugeführt werden kann, 
da ja unsere Überlegungen auf Grund einer umfassenderen Definition durchgeführt wurden. Die- 
selben Überlegungen kann man auch für Funktionen mit beliebig vielen Veränderlichen anstellen. 

Wir haben uns bisher ausschließlich mit der Theorie der cartesischen Tafeln befaßt 
und konnten daher einige wichtige Tafeltypen, wie z.B. die Fluchttafeln, nicht in den Kreis 
unserer Betrachtungen ziehen. Wir wollen jedoch keineswegs die Transformationstheorie 
der Nomogramme vollständig und ausführlich behandeln; die wäre auch gar nicht am Platz, 
da ja alle größeren Lehrbücher der Nomographie die Theorie der Transformation von 
Nomogrammen eingehend behandeln. Wir werden daher auch wichtige Transformationen 
von Nomogrammen, wie z. B. die logarithmischen, kollinearen und affınen Transformationen, 
nicht besprechen; es werden übrigens die soeben aufgezählten Transformationen auf Funk- 
tionen von vier und mehr Variablen in derselben Weise angewandt wie auf Funktionen von 
drei Veränderlichen. Wir wollen also im folgenden nur den früher erwähnten Mangel beheben 
und den Zusammenhang der cartesischen Tafeln mit anderen wichtigen Tafeltypen besprechen. 


3. Die zulässigen Transformationen. Ein Nomogramm gestattet die Ablesung eines 
funktionalen Zusammenhanges durch die Konstatierung von Inzidenzen von Punkt und 
Kurvenscharen. Wenn man nach Anwendung einer Transformation der Zeichenebene wieder 
ein Nomogramm erhalten will, so muß man auch nach der "Transformation die Inzidenzen 
konstatieren können. Wir können also alle Transformationen zulassen, die fast 
im ganzen Rechenbereich umkehrbar eindeutig und stetig sind, das heißt, 
daß es im ganzen Rechenbereich nur endlich viele Stellen gibt, für die die Transformation 
nur in einer immer derselben — Richtung eindeutig und stetig ist. Ist die Transformation 
eine Punkt-Kurvenverwandtschaft, so stellt sie einen Übergang von einer Bildtafel in eine 
"luchttafel her: Punkt-Punktverwandtschaften und Kurven-Kurvenverwandtschaften führen 
Bildtafeln in Bildtafeln und Fluchttafeln in Fluchttafeln über. 

/u unseren zulässigen Transformationen gehören alle topologischen Transformationen. 
Dejmek*) bemerkt dies für Bildtafeln, für Fluchttafeln kann er jedoch nur homographische 
Transformationen zulassen, da er nur gerade Linien als Ableselinien benutzt. Wir werden 
jedoch auch bei Fluchtlinientafeln krumme Ableselinien zulassen — und so auch Flucht- 
linientafeln für sogenannte unverstreckbare Gleichungen erhalten. 


4. Die Transformation durch die Poiarität in bezug auf einen Kegelschnitt, insbesondere 
in bezug auf eine Parabel. Im folgenden wollen wir uns mit den zu den cartesischen Tafeln 
zehörigen Fluchttafeln befassen. Zu einer gegebenen Gleichung kann man eine Fluchttafel 
konstruieren indem man entweder diese Gleichung als Gleichung in Linienkoordinaten auf- 
laßt oder eine eartesische Tafel der Gleiehung einer polaren Transformation unterwirft. Es 
ist besonders günstig, diese Transformation an einer Parabel zu vollziehen, die die beiden 
Koordinatenachsen zu Tangenten und deren Winkelsymmetrale zur Achse hat; da man dureh 
Transformation in bezug auf eine derartige Parabel Fluchttafeln in Parallelkoordinaten erhält). 

Wenn wir die eartesischen Tafeln mit Linienkreuzung bei verzweigten 
Systemen'’) dieser Transformation unterwerfen, erhalten wir Fluchttafeln, die die Struktur 
der Abb. 1 haben. 


“, .J,. Deimek, Transformationen in nomographischer Darstellung. Zeitschrift für angewandte Mathematik 
und Mechanik Band 7. Heft » 35. 1581159. 

», Als erster benutzte die Polarität in bezug auf eine Parabel zur direkten Transformation von Bildtafeln in 
Fluchttafeln Theodor Sehmid. Siehe sein Lehrbuch der darstellenden Geometrie, 2. Auflage, Band ?, $ 61, 8.536, 
ferner S. 340 Anmerkung 11. 

10, Siehe M. d’Oeagne, Caleul graphique et Nomograpbie. Paris 1809, 8. 204, No. 57. Systemes ramifies. 
Nomogrammes a ligenes eoneourantes les plus generaux. Siehe auch Abb. 91 a. a. ©. — Die folgenden Tafeln der 


\bh.1, 2,3, 45 sind die Fluchttafeln, die zu den eartesischen Tafeln gehören, die in meiner eingangs erwähnten 
Arbeit behandelt sind, und zwar als Abb. 2, 3, Fa, 4, >. 
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In Abb. 1 sind die Kurven %’, 8’, ff aus der Koinzidenzlinie, den Kreuzriß bzw. den 
Grundrißordnern der zugehörigen cartesischen Tafel hervorgegangen. Zu einem Tripel (#,, %,, %;) 
erhalten wir — wie die Figur zeigt — den Wert 2, in folgender Weise. Die Verbindungs- 
serade der mit x, und 4, kotierten Punkte berührt eine Kurve f,’ der Schar f'. Die gemein- 
same Tangente von f,’ und k’ wird von einer Kurve s,’ der Schar 8’ berührt. Die Tangenten 
aus dem Punkt «, der w-Skala schneiden aus der z-Skala diejenigen Punkte z, aus, die durch 
die vertafelte Funktion dem Tripel (&,, %,, u,) zugeordnet werden. 








zZ U 
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Abb. 1. 


Wesentliche Vereinfachungen kann man bei diesen Tafeln erzielen, wenn die Schiehten- 
linien gerade Linien sind, insbesondere wenn die vorgelegte Gleichung linear ist. In diesem 
letzteren Falle reduzieren sich nämlich die Kurvenscharen f’ und s$’ auf zwei ähnliche 
Punktreihen, deren Ahnlichkeitszentrum der Pol K’ der Koinzidenzlinie ist. Die Träger 
dieser Punktreihen sind zu den beiden Trägern der x und y — bzw. der mit diesen 
kollokalen z und « — Skala parallel. Die Kurve %’ reduziert sich auf den Punkt K' 
und wir erhalten eine Fluchttafel, die die Struktur der Abb. 2 zeigt. Die Fluchttafel der 
Abb. 2 ist nur ein Sonderfall jener Fluchttafeln, die man aus dem Typus der Tafel 
Abb. 1 erhält, wenn man voraussetzt, daß sowohl die zur Grundrißebene als auch 
die zur Kreuzrißebene parallelen Schichtenlinien Gerade sind und daß jede dieser Ge- 
radenscharen eine Kurve einhüllt. Daraus folgt räumlich, daß die vorgelegte Gleichung 
eine „planare Überfläche“ bestimmt, die so gelegen ist, daß sie in beiden Rissen Um- 
risse hat. Dann treten statt der beiden Kurvenscharen s’, f krummlinige Zapfenlinien auf, 
Die Tafel der Abb. 3 zeigt uns ein Anwendungsbeispiel für den Fall, den Abb. 2 nur schema- 
tisch darstellt. Es ist dies die Formel für die Wassergeschwindigkeit in Flüssen » =eyR-J"). 
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Abb. 2. Abb. 3. 


11) Siehe Laema'nn: Herstellung gezeichneter Rechentafeln. Berlin 1923. 7 bedeutet die Geschwindigkeit, 
J das Gefälle, R den hydraulischen Halbmesser, e ist ein variabler, im einzeinen Fall der Verwendung bekannter 
Koeffizient. Ein leicht ersiehtliches Ablesebeispiel ist c=W, R=0,A4, J=04) 27-4. 
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Wir wollen nun, wieder durch Polarisieren an einer Parabel, zu den Hüllkurventafeln 
Fluchttafeln konstruieren. Die Struktur dieser Tafeln zeigt die Abb. 4. Aus der Ordnungs- 
kurve u, wird, falls sie der scheinbare Umriß der durch die Gleichung dargestellten Über- 
fläche ist, die Klassenkurve «', der Abb. 4. Aus den Ordnungskurven «,(y), den Einhüll- 
enden der Schichtenlinien werden die Klassenkurven #,'(y). Falls «, nicht der Umriß der 
Überfläche sondern der Ort der Singularitäten der Schichtenlinien ist, ist «,’ der Ort der zu 
diesen dualen Singularitäten. Wie bei den zugehörigen Bildtafeln, ist auch hier «,’' Träger 
der Skala, «.'(y) der »-Skala, wobei wieder die Berührungspunkte kotiert sind. Beispiele 
für derartige Fluchttafeln sind verschiedene Tafeln zur Auflösung der vollständigen kubischen 
Gleichung @’+ yr’+zr +u=0. Da im folgenden zwei verschiedene cartesische Tafeln zur 





Auflösung der vollständigen kubischen Gleichung Transformationen unterworfen werden, ist es 
von Vorteil, eine kleine Übersicht über jene verstreekbaren Nomogramme für die vollständige 
kubische Gleichung zu geben, die wir mit Hilfe der mehrdimensionalen darstellenden Geometrie 
leicht erhalten können. Kubische Gleichungen treten mitunter auch in der Praxis auf, tech- 
nische Anwendungesmöglichkeiten der Tafeln zur Auflösung der vollständigen kubischen 
Gleichung erwähnt d’Ocagne im traite de nomographie Seite 334. 

Wenn wir die zu-Ebene oder die yu-Ebene oder die yz-Ebene als Bildebene wllen, 
erhalten wir Nomogramme zur Auflösung der vollständigen kubischen Gleichung, für die x und 7, 
bzw. und 2, bzw... und « die beiden Parameter der zweiparametrigen Schar der Schichtenlinien 
sind. Jeder dieser drei Fälle liefert uns zwei verschiedene, verstreckbare, cartesische Tafeln. 
Wenn man nämlich für diese drei Fälle die Hüllkurventafeln konstruiert, so ist entweder « 
der Kurvenparameter der Einhüllenden der Schiehtenlinien und bzw. 2 oder u 
der Scharparameter der Schiehtenlinien. Falls aber x der Parameter der Kurven- 
schar der Einhüllenden der Scehichtenlinien ist diesen nannten wir den Schar- 
parameter —, muß 9 (bzw. in den beiden anderen Fällen z oder «) der Kurvenparameter 
einer jeden Einhüllenden von Schiehtenlinien sein. 

Falls wir .» zum Scharparameter wählen, müssen wir die Hüllkurven, d. i. die Einhüllenden 
der Schichtenlinien, für konstantes x und variables 4 (bzw. z oder «) konstruieren. 
In diesen drei Fällen ordnen sieh die Schiehtenlinien in einer einparametrigen Schar von 
Parallelstrahlbüscheln an. Die Kurven u „(#) — bzw. u. (x) oder u,„(x#) — werden zu den Scheiteln 
dieser Parallelstrahlbüschel, #, wird zur unendlich fernen Geraden der Bildebene. In diesem 


Fall ist die Tafel unpraktisch kotiert; eine Anderung der Art der Kotierung — z. B. Verbinden 
der Punkte gleicher y (bzw. z oder u) Kote führt auf die Tafeln, bei denen x Kurven- 


parameter und y (bzw. z oder «) Scharparameter sind. 
Über diese drei Tafeln orientiert die folgende Tabelle. 








2’ +y2 +22 +u=0 
| Il Ill 
Koordinaten in der Bild- 
er zu Yu Bi 
Scharparameter . . .. . Y 2 u 
Kurvenparameter . . . . e ! 7 
Die KEinhüllenden der 
Schiehtenlinien in P’ara- i Eu 
» {2} Y ) . z DE" „H Be fr 
meterdarstellung . . . 2 32° —2yır = y r 
AR: j > A 
i } r’ 21 rg >u 
„H Zıl Yxr° „Hl a x 
Kinhüllende der Schich 
tenlinien in impliziter 
Darsialiune : 5 5... ER 27 u? — y? 2? 1ISuyz--4tuy® 0 
Ordnung dieser Kurven . 4 4 
Klasse dieser Kurven . . > > 3 
KHOROHISEHE - la une v u) 0 


Es soll nun eine Fluehttafel zu der mit I. bezeichneten Tafel konstruiert werden. Wenn 
wir an einer Parabel mit dem Parameter p polarisieren, werden wir die z und « Werte an 
zwei parallelen Skalen ablesen können, die voneinander den Abstand 2p haben. Wenn Z 
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ınd U die Koordinaten der Zeichenebene sind, wird der Punkt Z », U Fp—c,y2 


lie Kote z=e,; der Punkt Z=p, U=p-+e,y?2 die Kote «=e, tragen. Die Strahlen des 

Parallelstrahlbüschels, das zu den Trägern der z- und der «-Skala parallel ist, sind die Träger 

ler #-Koten:; daher bringt man mit Vorteil die «-Koten an einer Normalen zu den Strahlen 
i+x 5 

dieses Büschels an. Der Strahl Z=p trägt dann die Kote x. Aus den Einhüllenden 


r 





ler Sehichtenlinien, die Kurven dritter Ordnung und dritter Klasse waren, gehen wieder 
Kurven dritter Ordnung und dritter Klasse hervor. Diese Kurven besitzen immer einen Rück- 
kehrpunkt und eine Wendetangente. Während bei der cartesischen Bildtafel der Rückkehrpunkt 
im Endlichen gelegen ist und der Wendepunkt im Unendlichen lag, liegt für die Kurven der Flucht- 
tafeln der Wendepunkt im Endlichen und der Rückkehrpunkt im Unendliehen. Den Hüllkurven 
der Bildtafel entsprechen also Kurven, die, wie eine kurze Rechnung zeigt, die Parameterdar- 


l B= 5 2. ar (a 2 ’) . ryv 0 . - ® » 
stellung Z=p et ı v2 +p haben. Diese Tafel zeigt Abb. 5, es ıst auch ein 
a K 
Ablesebeispiel gezeichnet. Fluchttafeln, die zu cartesischen Tafeln der obigen Tabelle gehören, 
finden sieh in verschiedenen Lehrbüchern. Die Fluchttafel zu der unter I. angeführten 
cartesischen Tafel d.ı. Abb. 5 komnıt bereits bei M. d’Ocazene vor')'). Die Flucht: 


tafel zur Tafel III finden wir in dem Enzyklopädieartikel von R. Mehmke'*). 

Für die alleemeinsten cartesischen Tafeln, die Verwandtschaftstafeln, können wir keine 
einfachen Fluchttafeln erhalten; die Punkt-Ordnungskurvenverwandtschaft geht ja in eine 
(Gerade-Klassenkurvenverwandtschaft über, so/daß die Fluchttafel im allgemeinen noch kom- 
plizierter wird als die Bildtafel. 

Im folgenden wollen wir eine quadratische Transformation betrachten, die die cartesischen 
Tafeln in Flächenschieber überführt '’). 



































Abb. 4. Abb. 5. 


5. Die Transformation mit Hilfe der Fußpunktverwandtschaft. Die Fußpunktverwandt- 
schaft ist eine quadratische Transformation, und zwar eine Punkt-Geradenverwandtschaft, die 
jeder Geraden g der Ebene den Fußpunkt @ des Lotes aus einem Punkte 0, ferner jedem 
Punkte P die Gerade p durch P senkrechtJauf OP zuordnet (siehe Abb. 6). Analytisch drückt 
sich dies folgendermaßen aus. Als Koordinatenursprung wurde der Punkt 0 gewählt. Der 


12) Traitö de nomographie. 8. 334, Abb. 149. Dieselbe Tafel findet man auch bei Werkmeister, Das Ent 
werfen von graphischen Reehentafeln. S. 178, Abb. 148. 

13) Die Tafel gestattet nur das Ablesen der reellen Wurzeln, selbstverständlieh kann man leicht ein Zusatz 
nomogramm konstruieren, das die Bestimmung der komplexen Wurzeln gestattet. 

14) Enzyklopädie der Math. Wissenschaften. 12F., S. 1044. Dieselbe Tafel kommt bei Werkmeister vor. 
A. a.0d.S. 180, Abb. 149. 

Eingehend werden die Tafeln von d’Ocagne und Mehmke untersucht in einer seit Drucklegung dieser 
Arbeit erschienenen Abhandlung von F.W.Palm. Geometrische Untersuchung von graphischen Tafeln zur Auflösung 
der vollständigen kubisehen Gleichungen.  Sitzungsberiehte der Wiener Akad. d. Wissenseh. Abt. Ila, Bd. 1, 
Heft 7 (1931). 

15) Siehe Luckey, Über Flächensehieber. Zeitschrift für angewandte Mathematik u. Mechanik Bd. >, Heft 3. 
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u, % . y 
Geraden (a,b), die die Gleichung + A 1 hat, ist der Punkt 6 (#,, 9.) zugeordnet, wobei 
ab? a’ . ) Bf . . ‘ . . 
X r ‚und 9%, - „ist. Dem Punkt P(x,,y,) wird die Gerade p(a,b) die die 
Y 


. a’ —+b a? —+ b? 
. 2 2 .2 2 
Mi; 3 x t% a ty 
Gleichung + I hat zugeordnet, dabei ist a —— )=-— " 
a h Io Yo 


Überlegung lehrt, daß diese Verwandtschaft in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Haupt- 
punkte und Hauptgeraden umkehrbar eindeutig ist. Die Hauptpunkte sind der Punkt O und 


. Eine einfache 


die absoluten Kreispunkte J,, K,: die Hauptgeraden sind die uneigentliche Gerade o, und die 


isotropen Geraden i, und k, des Punktes 0. Bei Anwendung der Fußpunktverwandtschaft 
auf Nomoeramme ist es vorteilhaft, wenn man die Kurven als Klassenkurven betrachtet. 
Aus Abb. 6 sieht man auch, wie man zum Punkte 7 der Linie ! jenen Punkt T’ finden kann. 
der der Tangente f in T entspricht. Der Punkt T’ liegt nämlich auf einem Kreis, dessen 
Durchmesser OT ist. 


vh 




















Abb. 6. Abb. 7. 

ie Transformation mit Hilfe der Fußpunktverwandtschaft eignet sich vor allem für die 
verstreekbaren Nomogramme, d.h. die Nomogramme mit geraden Schichtenlinien. Einer jeden 
einparametrigen Geradensehar f entspricht eine Punktreihe auf einer Kurve f. Einem Strahl- 
büschel mit dem Scheitel P _entsprieht ein Kreis mit dem Durchmesser OP. Wenn wir jenen 
Punkt von F’ finden wollen, der einer Geraden von f, die durch P geht, entspricht, müssen 
wir £ mit dem Kreis, der OP zum Durchmesser hat, schneiden. Zur Ablesung dienen also 
bei den durch die Fußpunktverwandtschaft transformierten Nomogrammen die Kreise, die 
durch den Ursprung 0 gehen. Es ist vorteilhaft, diese Kreise im Nomogramm nicht einzu- 
zeiehnen, sondern eine transparente, bewegliche Ablesevorrichtung zu verwenden. Die 
Ablesevorriehtung besteht aus einem durchsichtigen Blatt, auf dem alle Kreise, die eine 
Gerade in einem Punkte 0’ berühren, gezeichnet sind. Es genügt dabei, nur solche Kreise 


zu zeiehnen, die auf derselben Seite der Geraden liegen. Dieses transparente Blatt vel. 
Abb. 7 wird so mit dem Nomogramm verbunden, daß O0 mit 0’ zusammenfällt und die 


Ablesevorrichtung um 0 0’ frei drehbar ist. So wurde unsere ursprüngliche cartesische 
Tafel dureh die Fußpunktverwandtschaft in einen Flächenschieber mit einem Freiheits- 
erad transformiert. 

Als Beispiel für die Transformation durch die Fußpunktverwandtschaft wollen wir 
einen Flächenschieber zur Auflösung kubischer Gleichungen konstruieren. 
Abb. Ss. Als Ausgangstafel werden wir dabei die eartesische Tafel, die in unserer Tabelle 
mit III. bezeichnet ist, wählen. Es wird also u der Scharparameter und . der Kurven- 
parameter sein '®). 

Es sei Flae,y,z,u)> @’+yar+zr+u=0 die gegebene Funktion. Bei konstantem 
« und varıablem Parameter .r bilden die Schichtenlinien eine einparametrige Geradenschar, 


“ ® \ . Mn u ı rm 0 . . 7 » 
deren Geraden die Gleichung z ey ( + e- haben. Die Transformation durch die Fußpunkt: 
tu 5 at u 


verwandtschaft ordnet dieser Geraden den Punkt (£, 1) zu, wobei 7 [ 


I 2= 1 , et 
ist. Daraus erhalten wir durch Elimination des Parameters .r die Gleichung jener Kurve, 


16), Bei dieser Wahl der Parameter bilden wir unsere kubische Überfläche nieht wie bisher auf die Grundriß 
und Kreuzrißebene, sondern auf die Querriß- und Aufrißebene ab. 
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ie in der Fußpunktverwandtschaft der oben erwähnten Geradenschar entspricht. Die 
‚leiehung dieser Kurve ist „+ uz’+y’z2+2z”y=-0. Bei variablem Parameter « bilden alle 
liese Kurven eine einparamentrige Kurvenschar $. Die Eigenschaften dieser Kurven kann 
nan entweder durch Reehnung aus der Kurvengleichung ermitteln oder durch geometrische 
Überlegungen aus den Eigenschaften der Kurven der Tafel III herleiten. Die Kurven 
u —2x° 2° —2u r. ) ’ ’ 
Y Fu = der Tafel III — « ist Scharparameter, « Kurvenparameter sind 
Kurven 4. Ordnung 3. Klasse vom Geschlecht O0 und besitzen als solche eine Doppeltangente 
/, Diese ist, wie man leicht sieht, allen Kurven der Schar gemeinsam, und zwar ist es die 
uneigentliche Gerade der Zeichenebene. Die Fußpunktverwandtschaft führt bekanntlich eine 
Kurve dritter Klasse in eine Kurve sechster Ordnung über, die die Hauptpunkte 0, J,, K,, 
der Verwandtschaft zu dreifachen Punkten hat. Wenn die uneigentliche Gerade der Zeichen- 
ebene Doppeltangente der Kurve dritter Klasse ist, muß die durch die Transformation er- 
haltene Kurve sechster Ordnung zerfallen. Und zwar zerfällt diese Kurve dann in eine Kurve 
vierter Ordnung und in die doppelt zu zählende uneigentliche Gerade. Da die Kurve sechster 
Ordnung die Hauptpunkte zu dreifachen Punkten hat, muß die Kurve vierter Ordnung die 
absoluten Kreispunkte zu einfachen Punkten haben; im Ursprung wird die Kurve vierter 
Ordnung einen dreifachen Punkt haben, in unserem Fall mit einem Paar von konjugiert 
imaginären Tangenten. Daraus folgt, daß die Kreise dureh den Hauptpunkt O unsere Kurven 
vierter Ordnung in höchstens drei reellen, vom Hauptpunkt verschiedenen, Punkten schneiden. 
Den Kurven der Schar $ fügen wir den zugehörigen «-Wert als Kote hinzu. Bei konstantem 
ev und variablem « bilden die Schichtenlinien ein Parallelstrahlbüschel, dessen Gleichung 


. u - . a in 
lautet = — yx (2° + ). Durch die Fußpunktverwandtschaft wird dieses Parallelstrahl- 
« Mh D 
büschel in die Punktreihe z y übergeführt. Diese Gerade wird mit . kotiert, die Kote 
4 


wollen wir an einem beliebigen Kreis um den Hauptpunkt 0 anbringen. Als Ablesevorrichtung 
(dient wiederum ein parabolisches Kreisbüschel. Die so erhaltene Tafel ist symmetrisch in bezug 


auf die z-Achse, da aus u "a, y=— Yy,2—=—ı folgt z=z. In Abb. S sind auch drei Bei- 

spiele eingezeichnet, und zwar die Auflösung der folgenden Gleichungen: 1.) 0’ —- 90°+2.04+8=0 
3 2 : 3 

(Wurzeln +2, +4, , Der aH 3 +1=0 (eine reelle Wurzel rs. 


15 / | | 
3.) 2 +3.%° 7% 1=0 (Wurzeln + ,, + 


-- 


- 4). Die verschiedenen Stellungen der 
Ablesevorrichtung wurden dadurch angedeutet, daß die drei zu den obigen Beispielen 
gehörigen Kreise in der Abbildung 8 strich- 
liert gezeichnet sind. 

Bei unseren nomographischen Betrach- 
tungen sind wir von der räumlichen Deutung 
der vorgelegten Funktion F(r,y,2,W= 0) 
ausgegangen und haben die cartesischen 
Tafeln als kotierte Orthogonalprojektion 
der durch F(x,y,2,u) = 0 dargestellten 
Überfläche erhalten. Wir haben gezeigt, daß 
es zu jeder Funktion eine cartesische Tafel 
gibt und daß der darstellend geometrische 
Nomogrammbegriff eine Erweiterung des 
d’Ocagneschen Nomogrammbegriffes ist. 
Im zweiten Teil unserer Betrachtungen 
haben wir einiges aus der Theorie der Trans: 
[formation von Nomogrammen besprochen. 
Auf diese Weise haben wir die wichtigsten 
usuellen Nomogrammtypen erhalten; einige 
Typen haben wir allerdings nicht in den Abb. 8. 

Kreis unserer Überlegungen ziehen können '?), so z. B. die Dreieckstafeln und die Gercevanoff- 
schen Stechzirkelnomogramme, ferner einige Typen, die auf elementargeometrischen Sätzen 
beruhen. Wenn man auch diese Typen in unser Schema einordnen will, muß man entweder 
andere Projektionsmethoden benutzen oder man muß versuchen, diese Typen in einen anderen, 
bereits aus einer cartesischen Tafel ableitbaren Typus zu transformieren '*). 157 























17) Stechzirkelnomogramme: Luekey, Nomographische Darstellungsmöglichkeiten. Zeitschr. f. ange. Math. ı. 
Mech. Bd. 3, H. 1. Dreieckstafeln: Laemann, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln. 8. 82. 
IS) So kann man 2. B. die Dreieckstafeln bei Verwendung einer isometrischen Projektion räumlich deuten. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Die Verschiebungsellipsoide elastischer 
Körper - Konjugierte Ellipsoide — Die er- 
zeugenden vektoriellen Dyaden. Aus 
dem Gesetze von Betti (Theorie der Formände- 
runzsarbeit) läßt sich eine bemerkenswerte Eiren- 
schaft des elastischen isotropen Körpers ableiten, 
welche ihren Ausdruck in zwei unten anzerebenen 
Sützen findet. 

Der Zweckmäßigrkeit und Übersichtlichkeit hal- 
ber wird im nachstehenden die vektorielle Symbo- 
ik benutzt. Außer der bequemen und zeiterspa- 
renden Formulierung muß man auch anerkennen, 
dab die Vektoranalysis das geeignetste Mittel 
für die stereoskopische Darstellung der 
lastizitätstheorie bildet. Im übrigen läßt sich 
jede vektorielle Gleiehung in dreidimensionigem 
Koordinatensystem durch drei skalare Gleichun- 
ven auf einfache Weise ausdrücken ®). 

Im folgenden werden «die vektoriellen Größen 
mit deutschen und die skalaren mit lateinischen 
Buchstaben gekennzeichnet. 


Das Gesetz von Betti liefert bekanntlich: 
xt ıyı = Tr ıyı = 
a IS, Omm But ]S,, Dy m . . . . (1 “ 


wobei $,,„ den Weg irgendeiner Belastung $,, 
darstellt für den Fall. daß auf einen elastischen 
isotropen Körper nur die Belastung %, wirkt. 
während $,,, den Wer irgendeiner Belastung '$,, 
infolee ausschließlicher Wirkunz der Belastung 
SS, bezeichnet. 

Man betrachte drei niehtkomplanare Kräfte 
U, U... U, von der Intensität „eins“ und von be- 
liebieer Riehtunz im Punkte m des Körpers wir- 
kend, welehe die entsprechenden Verschiebungen 
Di, ds. D, in irgendeinem anderen Punkte n des 
Körpers hervorrufen: ferner sei 3 eine beliebig 
veriehtete Einheitskraft im Punkte » und gesucht 
wird die der Kraft 3 entsprechende Verschie- 
bunz u des Punktes m. 

Dureh Kombination der Belastune W mit jeder 
der Belastungen U,, UÜs. U, und dureh dreimalige 
\nwendung der Gl. (1) erhalten wir: 


= nude Li=Bn WM. 


Es ist selbstverständlieh. daß das Symbol 2 der 
(4], (1) sieh nur auf ein Produkt der Form B8 für 
jedes Glied der Gl. (2) erstreckt. 

Da nun aber U,. U... U, Einheitsvektoren sind. 
so bilden die linken Glieder der Gl. (2) und die, 
ihnen zleiehe, rechte Glieder die Projektionen des 
Vektors u auf die Richtungen U,, U... U;. 


Somit ?): 
U U, -D, Y T U,- D. Yı T U, -v, YS . r (3). 


In dieser (Gleichung sind u;. UÜ.. u.. D |. VD». O4 
epeebene Vektoren, ıt und ® zwei beliebiee. doch 
voneinander abhängige Vektoren. 


!, Bezüglich der benutzten Formeln der Vektorreehnung 
verweisen wir auf: E. Budde: Tensoren und Dvaden, 
Braunschweig 1914: C. Runge: Vektoranalysis, Leipzig 1926; 
S, Valentiner: Vektoranalysis, Berlin 1923 (Sammlung 
(oösehen). 

2) Hyd NM bildet den Vektor, der sieh dureh Multi 
plikation des Vektors Il; mit dem skalaren Produkte v,® 
der Vektoren v; und ergibt. 

)), Nach Gl. (4) wird in einem beliebigen Koordinaten 
systeme der Betrag jeder Achsenkomponenten des Vektors u 
eine lineare Funktion der Achsenkomponentenbeträge des 
Vektors ®. Wenn wir ein Bezugssystem wählen, dessen 
\ehsen (l), (2) und () mit den Riehtungen vı, to, v3 zu 
sammenfallen und wenn wir die algebraischen Werte der 
\chsenkomponenten der Vektore 1}, Us, It .... mit: 


1, } I ‚'? L I =», ! „l), I „im, U, ud, u, u’) USW. 


Unter der Voraussetzung, daß U,, Us. U.. u 
auch d,, da, d, nichtkomplanare Vektoren sind. 
bildet die Gl. (3) eine homorene lineaı 
Vektorfunktion und speziell eine kon 
plette Dyade (Dyadentripel?)): 


u= U, ur U, Fin ze U, ;0,) 8 = PN 


In der Gl. (4) ist der veränderliche Vektor 
ein Einheitsvektor: deshalb folgt aus den bekanı 
ten Eigenschaften der Dyaden: 


1. Wenn der Vektor 3 alle möglichen Richtw 
sen um den Punkt z nimmt, bewegt sich di 
Spitze der Verschiebung u des Punktes m auf ıliı 
Fläche eines Ellipsoides. 


2. Das rechtwinklige System der drei Haupt 
halbachsen dieses Ellipsoides entspricht drei b 
stimmten, rechtwinklie aufeinander stehende: 
Richtungen des Vektors ®. 


Wenn wir mit a, b. c die Haupthalbachse de 
Ellipsoides und mit i. j. f die entsprechenilen 
Werte von 3 bezeichnen, so können wir die Dx 
ade (4) in die Normalform bringen: 








n—=(asitbsite dMB=PR|. . ©). 








wobei sowohl die Antezedenten a. b, c, als aueh 
die Konsequenten i. j. £, je ein orthogonales 
Tripel bilden. Was schließlich die Umwandlung 
der Dyade (4) in die Normalform (5) anbetrifft. 
so verweisen wir auf die in der Fußnote °) er 
wähnten Werke. 


Aus obizem zeht hervor: 


Erster Satz: Wirkt in einem bestimm 
ten Punkte eines ruhenden elasti 
schen isotropen Körpers nach allen 
möelichen Richtungren eine dem Ah 
solutbetraze nach konstante Kraft. 
so daß sich ihre Vektorspitze au! 
einer Kugelflächebewegt,so bewegt 
sich jeder Punkt des Körpers auf 
der Fläche eines Ellipsoides (des 
Verschiebungsellipsoides),, (dessen Mittel 
punkt mit der ursprünglichen Lage 
jedes Punktes zusammenfällt. Di: 
Verschiebung des beliebizren Punk 
tes ergibt sich als Funktion der 
Kraftriehtung ® aus einer komplet 
ten Dyade (der Verschiebungs- erzeugender 
Dyade), die sich in der Normalform: 


un=(a:si+b:ji+tc:HVP = PB 
schreiben läßt. 

Die Antezedenten a. b. c bilden das 
orthogonale Tripe!l der Haupthalb 
bezeichnen, so wird: 

ud — U, DVD + Us dd VD + U, Vi) 
ud — UK DVD HLUDdD VD + U,D VS 
ud — U, ’‚Dv+-UdD VD LU, DVD, 

In der Vektoranalysis wird diese Operation dureh die 
Gl. 4) v—= PR dargestellt, wobei $ das Symbol eines 
Affinors ist: 

?=U,W U, U, 
U, Dd Us d U, 
U,» U,03) U, 


(Siehe Ss. Valentiner: Vektoranalysis.) 
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hse des Verschiebungsellipsoi- 
s und die Konsequenten ti, j, Fein 
ensoorthogonales Tripelderdies- 
tsprechenden Kraftrichtung. 


Wenn die Verschiebungsdyade eine komplanare 
.ıde ist. wenn sie sich nämlich auf zwei Glie- 
r reduzieren läßt: 


N 


uU (a;si+-b;) = PB ara 


beweet sich der Punkt auf einer Ellipse mit 
en Halbachsen a und b. 


Wenn die Verschiebungsdyade eine kollineare 
ıynade ist, also mit nur einem Glied: 

u=(a;)B=P2 Re Er  ; : ° 
o bewegt sich der Punkt auf einer Geraden von 
ler Gesamtlänge 2a. 


Wenn endlich die Dyade P = 0 ist, so bleibt der 
Punkt fest. 


Der erste Fall umfaßt den ebenen Formände- 
runeszustand. 


Die Verschiebung u des Punktes m, welche die 
m Punkte » wirkende Einheitskraft U hervorruft, 
wurde bereits durch die Gl. (4) oder (5) an- 
vereben. 


Die Verschiebung vd des Punktes n infolge einer 
Kinheitskraft U auf dem Punkte m wirkend, kann 
man auf gleicher Weise ermitteln. Werden die 
Verschiebungen U,, Us. U; des Punktes m, welche 
len drei beliebigen Werten 3B,. Ba. QV, der Ein- 
heitskraft 3 entsprechen, als gegeben betrachtet, 
so folet auf Grund der vorigen Rechnung und 
nach Gl. (4): 

eur +). .» 


Soll nun jede der Verschiebungen uU,, Ua, Uz die 
(il. (5) erfüllen, es muß sein: 


1, =(a;itb;j+te;hB 


Führen wir diese Werte in die Gl. (8) ein, so 
erhalten wir: 


= [B,;(a;i+-b;jte;DL, 


V,taU +: 


HKBtaU +Bj- 


D And e=' 
= rn 
= S 
-— -_— 
_— — 
N 
_t—. u 
r z 
ei — 
e=! e-- 
= [5 
..- — 
. . 
[gr gr) 
- - 
oz PI 
4" 2“ 
= [5 


Bid +88, + V,)au 
BI + + BD) bU 


BEL, +, +BEDV,)chH. 


Da aber U, Ba. 3, Einheitsvektoren, so sind 
Sl, Bat, Vyt die Projektionen des Vektors i auf 


x 


en Richtungen 3,. B,. B,; also: 


B, IS, + V, ID, 4- B, I, zu: s 


ur 


ähnlich für j und f; dann ergibt sich schließlich: 
db=tal-+jbU-+f-«U .. . 110), 


oder, da das rechte Glied der letzten Gleiehung 
eine komplette Dyade bildet: 





b=(i;a+ji;:b HF; o)U = BU AU 











(11) ist die reziproke Dyade der Dvade (5). 
Dyade (11) läßt sich in die Normalform (d. h. mit 
Kinheitsvektoren als Konsequenten) bringen, in 
dem man entsprechend durch die Absolutbeträge 
der Vektoren a, b und ce die Antezedenten multi 
pliziert und die Konsequenten dividiert: 


MM 3 m 
D = lei; di; "ur u : "KEh 
| ) C 


So wird die Dyade (11) in die Normalform: 


Dr—=(517 bu: lo 6; f,) rer (15) 
rebracht, wenn: 
u—=aor bu, =b] ea er 
. u b i C .: IBM, 
lu u: lo Lo 
a b C 


Aus obigem und besonders aus Gl. (11) und (14) 
folgt der: 


Zweiter Satz’); Wenn in einem elasti- 
schen isotropen Körper E„ das Ver 
schiebungsellipsoid (nach dem 
ersten Satze) des Punktes m, infolge 
entsprechend einer im Punkte n 
wirkender Kraft von konstanter 
Gröbe und veränderlicher Riehtung 
und E,„ das Verschiebungsellipsoid 
des Punktes », infolge entsprechend 
der gleichen Wirkung derselben 


Kraft im Punkte m, so sind beide 
Kllipsoide einander gleich und so 
gegen einander gelegen, daß die 


Hauptachsen jedes Ellipsoides nach 
Größe und Richtung die Verschie 
bungen darstellen, welche den dureh 
die Hauptachsen des anderen Ellip- 
soides angegebenen Kraftrichtun- 
gen entsprechen. (Konjugierte Ellipsoiden.) 
Diese Verscehiebungsedlipsoiden 
ergeben sich aus den reziproken 
Dyaden: 


Smn las] 


b;go+c;h) Eu \ 
FEN: ° 
H5eo) Pa 


Sum (;arg;b 


d.h. die erzeurenden 
zwei konjugierten 
ellipsoiden sind 


Dvaden von 
Verschiebungs- 
reziproke Dyaden. 


A. Roussopoulos, Athen. 19 


4) Den ersten Satz kann man auch aus dem Super 
positionssatze direkt ableiten, es ist jedoch zweekmäßiger, 
beide Sätze aus dem Bettischen Gesetze zu erhalten. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Hydro- und Aeromechanik nach Vorlesungen 
von L. Prandtl von Dr. phil. ©. TIETJENS, 
Mitarbeiter am Forschungsinstitut der Westing- 
house Eleetrie and Manufacturing Co. Pittsburgh 
Pa.. U.S.A. Mit einem Geleitwort von Prof. Dr.L. 
Prandt] k Direktor des Kaiser Wilhelm-Instituts 
für Strömunesforsehung in Göttingen. Zweiter 
Band: Bewerung reibender Flüssirkeiten und tech- 
nische Anwendungen. Mit 237 Textabbildungen und 
28 Tafeln. Verlag Julius Springer, Berlin 1951. 
Vill + 299 8. Preis geb. 23 M. 


Der zweite Band des Prandtl-Tietjensschen 
Werkes enthält mehr von dem eigentlichen For- 
sehungszebiet Prandtls und seiner Schüler als der 
erste und wird daher um so größeres Interesse 
in Anspruch nehmen dürfen. Man findet hier im 
sroßen Ganzen wiedergegeben, was in zahlreichen 
Publikationen der Göttinger Schule wiederholt, 
von der einen und anderen Seite her. in dieser 
und in jener Form, schon dargestellt wurde. 
Offenkundixz hat dem Verfasser weniger das Ziel 
vorzesehwebt, den Leser über alles, was er wissen 
möchte, zu unterrichten, ihm also die nötigen Be 
helfe für praktisches Arbeiten an die Hand zu 
veben, als dıe Aufzabe, einmal das zusammenzu- 
fassen, was in den letzten Jahrzehnten die Göt- 
tineer Schule an wertvollen Resultaten zutage 
refördert hat. Da dies, wie man weib, nicht 
weniz ist, so wird man auch diese Aufgaben- 
Stellung. die sonst den Forderungen, die man an 
ein Lehrbuch richtet, nicht ganz angemessen Ist, 
anerkennen «ürfen. Über die Form, in der der 
Stoff auf Grundlage der Prandtlschen Vorlesungen 
von Tietjens behandelt wird. ist schon im Re- 
ferat über den ersten Band gesprochen worden. 

Inhaltlich zliedert sich das Buch etwa in drei 
Hauptteile. Im ersten wird die laminare und 
turbulente Bewerung in geraden zylindrischen 
l,eitungen, die Grenzscehiehttheorie und der Wider- 
stand umströmter Körper besprochen. Hierauf 
folzen längere Ausführunzen über Auftrieb und 
Widerstand von Traztlächen, ohne daß die eizent- 
lichen theoretischen Gesichtspunkte voll heraus- 
rearbeitet würden. Den Abschluß bilden Beschrei- 
bungen der Mebmethoden und der Göttinger Ver- 
suchseinriehtungen. Mises. 29 


Physikalisches Handwörterbuch. Herausgeg. 
von ARNOLD BERLINER und KARL SCHEEL. 
2. Aufl. Julius Springer Verlag, Berlin 1932. 
VI + 1425 8. mit 1114 Textfizuren. Preis «eb. 
0,60 M. 


Die zweite Auflage des Hanmdwörterbuchs zeigt 
den erwarteten Fortschritt zewzenüber der ersten, 
ja vielleieht noch weit mehr, als man in dieser 
Hinsieht erwarten konnte. Der Hauptmangel der 
ersten Ausgabe, daß zwar zroße Abhandlungen 
über einzelne Gebiete der Physik vorhanden 


waren, aber nur unter wenizen Stichworten Aus- 
kunft zefunden werden konnte, ist fast völlie be- 
seitiet. Man sucht nieht mehr vergebens. wenn 
man einen mehr oder weniger zebräuchlichen Ter- 
minus aufschlägt. In der Auswahl der Mit- 
arbeiter waren die Herausgeber jedenfalls recht 
rescehiekt. Man findet die verschiedenen Gebiete 
der technischen Mechanik bearbeitet von Eis- 
ner. Erk. Philipp Frank. fGrammel. Ma- 
sine, Näadai. Schleicher, Schrenk u.a. 
Der Inhalt ist gerenüber der ersten Auflare fast 
auf das Doppelte gewachsen, ohne daß sich 

hemerkenswerte technische Leistung der äußere 
Umfanz des Buches verändert hätte. Mises,. 29. 


Berichte a. d. Laboratorium für Verbrennung 
kraftmaschinen der Technischen Hochschule Stu! 
gart. 1, Heft: Dr.-Ing. OTIO LUTZ, Unte:ı 
suchungen über die Spülung vo 
ZAweitaktmotoren. Mit einem Vorwort vo 
Prof, W. Maier, Vorstand des Laboratoriums fü 
Verbrennungskraftmaschinen. Mit 63 Abb. Verla 
K.Wittwer, Stuttgart 1931. 928. Preis kart. 8.50 \ 

Die vielfach bearbeitete Frage nach dem Spü 
vorgang in Zweitaktmaschinen ist hier dureh Ve: 
suche an einem bestimmten Fall weiter gekläı 
worden. Naturgemäb mußten die Versuchsbeilin 
gungen von jenen der wirklichen Maschine sehı 
verschieden ausfallen, damit überhaupt Messungeı 
mörlich werden; insbesondere wurde nur («de 
stationäre Vorgang, d. i. eine länger dauernıl: 
gleichmäßige Strömung durch den Zylinder, unter 
sucht, ein Fall, der mit der wirklichen Spülung 
eigentlich sehr wenig übereinstimmt. Eher liebe 
sich die Beschränkung auf die ebene Strömung 
statt der räumlichen als Näherung ansehen. Trotz 
dem gibt aber die Untersuchung, die ungemein 
sorgfältig durchgeführt und auch theoretisch er 
örtert wurde, neue Gesichtspunkte und Hilfsmittel 
für die wenigstens qualitative Beurteilung der in 
Betracht kommenden Fragen und ist als eine 
dankenswerte Erweiterung unseres Einblickes in 
diese Vorgänge anzusehen. Körner 257. 


Dr. GUSTAV ROSMANITH, Professor an der 
Deutschen Technik in Prag. Mathematische Sta- 
tistik der Personenversicherung. Mit 11 Fig. im 


Text. Samml. mathem.-physik. Lehrbücher Nr. 28. 


Verlag B. G. Teubner. Leipzig u. Berlin 1950. 
VI + 1418. Preis geb. 8 M. 

Die Entstehung dieses Buches ist vermutlich in 
den Vorlesungen zu suchen, die der Verfasser als 
Professor an der deutschen Technischen Hoch 
schule in Prag hält. Darnach entspricht die Ab 
srenzung des Stoffes dem Inhalte, den die Vorle 
sungen über diesen Gerenstand an den öster 
reichischen Hochschulen zu haben pflegen, wobei 


die allerdings durchaus verfehlte Abgrenzung der 


Wahrscheinlichkeitsrechnung gegenüber der ma 
thematischen Statistik. die in den versicherungs 
technischen Kursen doch nun schon ein Ganzes 
bilden sollten, noch immer fortwirkt. 

Der Verfasser berründet in seinem Vorwort diese 
Einschränkung des Stoffes damit, daß er das Buch 
hauptsächlich den mathematisch nicht gereiften 
Interessenten widmet. Gegen diese Begründung 
ist, wenn die Trennung des Stoffes der Wahr 
scheinliehkeitsreehnung von der mathematischen 
Statistik, die — wie gesagt sachwidrig ist, auf 
rechterhalten wird, nichts einzuwenden. 

Im einzelnen ist aber zu bedenken, dab zerade 
dieses für mathematisch nieht genügend gebildete 
l,eser bestimmte Buch eine zrößere Reihe von 
sinnstörenden Rechen- und Druckfehlern enthält 
umd überdies auf die exakte Darstellune nicht 
immer die nötire Aufmerksamkeit zerichtet ist. 
Manche Kapitel sind überdies nicht genug dureh 
vearbeitet, wie z. B. die Besprechung der mecha- 
nischen Ausgleichs-Methoden oder das Kapitel 
über die minderwertizgen Leben. manche nicht 
sorgfältig genug redigiert,. z. B. die Besprechung 
der zeometrischen Darstellunz der Gesamtheiten. 
in der sich eine für den Anfänger gänzlich unver- 
ständliche Zeiehnung (Seite 40, Figur 5), eine 
Reihe von Zählfehlern u. del. finden. Die neueren 
Sterblichkeitstafeln kommen in dem Buch sehr 
kurz, obwohl gerade die neue deutsche Vereins- 
tafel mannigfache ÄAnrezrung zur Diskussion hätte 
bieten sollen. Fanta. Wien. 28] 
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Buchbesprechungen 255 





Prof. Dr. phil. W. LOREY, Oberstudiendirektor, 
nd Dr. rer. pol. G. BEYRODT, Studienrat, beide 
ı der Öffentlichen Höheren Handelslehranstalt 
nit Wirtschaftsoberschule zu Leipzig, Tafeln 
ur Mathematik des Geldverkehrs 
ınd der Versicherung. Mit Beispielen und 


‘ormeln. I + 37 8. mit 21 Tafeln. Verlag 
G. Teubner, Leipzig und Berlin 1931. Preis 


60 M. 

Die in Form eines Griffregisters praktisch zuge- 
:chnittene Broschüre enthält außer finanz-mathe- 
matischen Tafeln. wie Auf- und Abzinsungsfak- 
toren. Endwerten der vorschüssigen, Barwerten 
ler nachschüssigen Zeitrenten, Annuitäten, wirk- 
ichen und konformen Zinsfüßen bei unterjähriger 
/inszahlung von 1 bis 10 % noch die 4%ige Sterbe- 
tafel des Vereins deutscher Lebensversicherungen 
von 1926 mit neu berechneten Werten der Lebens- 
rwartung und Sterbensintensität, ferner eine Lo- 
rarithmentafel und Quadrattafel, jeweils mit Bei- 
spielen versehen und eine kurze Formelsammlung. 


E. J. Gumbel (Heidelberg). 256 
Ferner sind bei der Sechriftleitung folgende 


Bücher (ausführliche 


bleibt 


Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 
Herausger. v. d. Preuß. Akademie der Wissen- 
schaften.  Sehriftleiter Georg FEIGL. 3d. 51, 
Jahreg. 1925. Sonderheft IV Geometrie. 
I72 8. Preis 19.60 M. 

Bd. 54. Jhreg. 1928. S.-H. Angewandte 
Mathematik. 261 S. Preis 29 M. 

Bd. 531. Jhreg. 1929. S8.-H. Angewandte 
Mathematik. 223 S, Verlag Walter de Gruyter 
x Co... Berlin u. Leipzig 1932. 


FRIEDRICH ENGEL, Professor in Gießen. Die 
,iesche TheoriederpartiellenDiffe- 
rentialeleiehungen erster Ordnung. 
Vorlesungen). Bearbeitet von Dr. KarlFaber, 
B. G. Teubner Verlag. Leipzig und Berlin 1932. 
\I + 367 8. Preis 283M. 


Handbuch der Experimentalphysik. Herausgeg. 
von W, WIEN und F. HARMS. Band 4 Hy«dro- 
und Aerodynamik. 2. Teil: Widerstand und 
\uftrieb. Herausgeg. von Ludwig Schiller. 
\kademische Verlagsgesellschaft m.b.H.. Leipzig 
1932. VIIT + 443 S. mit 245 Abb. Preis 41 M. 


KARLE BUCKINGHAM, Prof, für Normung und 
Meßtechnik am Massachusetts Institute of Tech- 
nology,Stirnräder mit geradenZähnen. 
/ahnformen, Betriebsverhältnisse und Herstellung. 
Deutsche Bearbeitung von Dipl.-Ing. Georg Olah. 
Verlag Julius Springer. Berlin 1932. VIII + 4568. 
mit 215 Abb. im Text und 37 Tabellen. Preis 
ceb. 32.50 M. 


Mitteilungen des Instituts für Strömungs- 
maschinen der Techn. Hochschule Karlsruhe. 
Herausgegeben vom Institutsvorstand W,.SPANN- 
HAKE, o. Prof. Heft 2 mit 108 Abb. im Text. 
11 +175 8.  Kommissionsverlag (des VDI-Ver- 


einzerangen jesprechung 


vorbehalten): 


ages, Berlin 1932. Preis brosch. 4 M. 
Prof. EMIL COHN. Faraday und Max- 
well. Deutsches Museum, Abhandlungen und 


Berichte, 4. Jahrgang (1932). Heft 1. 
berlin 1932, 29 8. mit 12 Abb, 
0 M. 


Dr. GERHARD 


VDI-Verlag, 
Preis broseh. 


KOWALEWSKI, o.ö. Prof. an 
ler Teehnischen Hochschule Dresden, Inter- 
‚olation und genäherte Quadratur. 
ine Ergänzung zu den Lehrbüchern der Diffe- 
'ential- und Integralreehnung. Verlag B. 6. 
"eubner, Leipzig und Berlin 19322. V + 146 8. 
it 10 Fig. im Text. Preis geb. 9,60 RM. 


Dipl.-Ing. E. ELWITZ, Beratender 
in Düsseldorf, Der zweistielige Stock- 
werkrahmen. Komm.-Verlag von A. Bagel, 
A.-G., Düsseldorf 1931, 40 8. mit 28 Abb. 


P. W. BRIDGMAN, Prof, der 
Harvard-Universität, Theorie 
kalischen Dimensionen, Ähnliehkeits- 
betrachtungen in der Physik. Deutsche Ausg. 
hrsg. v. Dipl.-Ing. H. Holl in Danzig-Langfuhr. 
Verlag B. G. Teubner, Leipzie u. Berlin 1932. 
IV+117 8. Preis geb. 6,80 M. 


FRIEDRICH KOHLRAUSCH, Kleiner Leit 


Ingenieur 


Physik an der 
der physi 


[adenderpraktischen Physik, 5. Anll. 
Neubearb. von Dr. Friedrich Krüzer, o. Prof. 


der Physik, Direktor des Phys. Instituts an dleı 
Universität Greifswald. Verlag B. G. Teubner, 
Leipzig u. Berlin 1932. XXVIL+ 498 S. mit 
379 Abb. im Text. Preis geb. 14,80 M. 


Dr. RUDOLF ROTHE, 0. Prof. a. dl, 
Hochschule Berlin. Höhere 
für Mathematiker, 
Ingenieure. Teil IV: Übungsaufgaben mit 
lösungen, Formelsammlung. Unter Mitwirkung 
von Stud.-Rat Oskar Degosang. 1. Heft: 
Zahlen, Veränderliche und Funktionen. Haupt- 
sätze der Differentialreehnung und Grundformeln 
der Integralreehnung. Aus der Sammlung „Teub 
ners Mathematische Leitfäden“, Bd. 33. Verlag 
B. G. Teubner, Leipzig-Berlin 1932.° 52 S, mit 
56 Abb. im Text. Preis geh. 2 M. 


Prof. Dr. MAX KURREIN, 


Teehn. 
Mathematik 
Physiker und 


techn. C'harlotten- 


burg und Dr.-Ing. GÜNTHER MEYER-JAGEN- 
BERG, Düsseldorf, Gleit-, Kugel- und 
Rollenlager und ihre Schmierung 
im Prüfstand und in der Trans 


Heft 9 der Berichte des Versuchs 
Werkzeugmaschinen an der Teehn. 
erlin, hrsg. von Prof. Dr.-Ing. Georg 
Schlesinger. Verlag Julius Springer, Berlin 1932. 
51 S. mit 141 Abb, Preis geh. 13.50 M. 


PAUL B. FISCHER, Studienrat am Gymnasium 


mission. 
feldes für 
Hochschule 


Berlin-Sterlitzz, Determinanten. 23. Anull. 
Sammlung Göschen, Bd. 402. Verlag Walteı 


de Gruyter & Co., Berlin u. Leipzig 1952. 136 8. 


Preis 1,62 M. 


P. S. de LAPLACE, Philosophischer 
Versuch über die Wahrscheinlieh 
keit. Herausg. von R. v. Mises. Mit Anm. von 
H. Pollaezek-Geirineer Nr 233 der 
Sammlung  Ostwalds Klassiker der exakten 
Wissenschaften. Akademische Verlagszesellschaft 
m.b.H., Leipzig 1932. VI+211 S. Preis kart 
9,60 M. 


Dr.-Ing. FRIEDRICH BLEICH, Stahlhochbauten, 
ihre Theorie, Berechnung und bauliche Gestal- 
tung. 1. Band. VII +558 S. mit 481 Abb. im 
Text. Julius Springer, Berlin 1932. Preis 
66,50 M. 


HERMANN v. SCHELLING, Die wirt 
schaftlichen Zeitreihen als Problem 
der Korrelationsrecehnung. Mit be 
sonderer Berücksichtirung der „lag eorrelation. 
Heft 11 der Veröffentl. der Frankfurter Ges, für 
Konjunkturforschung, Hrsg. von Dr. Eugen Alt 
schul. Bonn 1931, Kurt Schroeder, Verlag. 64 8. 


P. A. M. DIRAC, Fellow of St.-John's College, 
Cambridge, Les Prineceipes de la Meeca 
nique Quantique, Traduit par Al. Proca. 


eeb. 


Liieenei6 €s Seiences, et J. Ullmo,. AÄnceien 
eleve de Ecole Polytechnique, Reeueil des con 
ferences-rapports ‚de documentation. Vol. 21. 


Franee. 49. Bou 
VIII + »14 SS. 


universitaires «le 
Saint Michel. Paris 1931. 
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64. A. BLISS, Prof. der Mathematik an der Uni 


versität (!hieaeo. Variationsreehnune., 


Peutsche Auseabe herauseeb. von F. Schwank. 


Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1932. 


\lll + 127 8. mit 47 Fig. Preis 6,30 M. 


Ine, ROBERT PRIBRAM, Konstrukteur i. Pens.. 


Raumeittertheorie. Kin Fundament zur 


konstruktiven Materialienkunde. 1. Bd, Heft 1. 
Mever's techn. Verlag. Bodenbach a. Elbe. ©. S.R. 


1} 


IS S, Preis 6 Ke. 


Ztschr. f. angew., 
Math. und Mee! 


Herauseeber 





Dr. OSKAR PERRON, o. ö. Prof. der Mathemati) 
an der Universität München. Algebra. 1. Dı 
G(rundlaren, 2. verb. Auflage, Bd. 8 der Samm 
lung „Göschens Lehrbücherei“, I. Gruppe: Rein 
umd angewandte Mathematik. VIII + 300 S. mit 
t Fig. Verlag Walter de Gruyter & Co. Berliı 
und Leipzig 1932. Preis 12,80 M. 

Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico 
di Milano. Vol. V (1931-—IX). Libreria Editrie: 
Politeeniea. Milano 19531. XI + 225 8. 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 
Ortsgruppe Berlin. 

Am 24. Juni sprach Herr Reg.-Rat Dr. J. v. 
Behr (Berlin) über „Mathematische Probleme des 
Bausparwesens“, 

Am 22. Juli hält Herr Dr.-Ing. G. Weinblum 
Berlin) einen Vortra® über die „Formerebune von 
Schiffen“, 

Ortsgruppe Göttingen. 

Am 15. Juli findet im Hörsaal des Instituts für 
Werkzeugmaschinen der Technischen Hochschule 
ein Vortrag von Herrn Prof. Schwerd statt über 
„Neue Untersuchungen über den Spanablauf bei 
hohen Geschwindiekeiten”. 


Prager Mitelieder. 
Am 2. Juni sprach Herr Priv.-Dozt. Dr. J. 


ZUSCHRIFTEN AN 


In Bd. 11/1931. S, 341 dieser Zeitschrift behan 
delte W. Hovgaarıd das Problem der Span- 
nungen in überlappten Schweißnähten unter Be 
nutzung (des Satzes vom Minimum der Formände 
rungsarbeit, Da nun in der Zuschrift «les Herrn 
A. Loeksehin diese Zeitsehrift. Bd. 12/1932, 
S. 128) auch «lie einfache Ableitung der Haftspan 
nuneen miteeteilt wurde. möchte ich darauf auf 
merksam machen. daß diese ein-dimensio- 
nale Theorie schon von Herrn Arnov | ] evite 
(Das Verteilungszesetz der Haftspannungen bei 
axial beanspruchten Verbundstäben, Zeitschr. f. 
\rehitektur und Ineenieurwesen, Hannover 1909, 
S. 413) umd von mir (Über die Festirkeit von Löt 


leim- und Nietverbindungen. Österr. Wochen 
sehrift f. d. öffentl, Bawdienst 1919, Heft 7/8), uni 
„war ebenfalls in der einfacheren Behandlungs 
weise dureh Benutzun®e der Gleiechrewiehtsbeilin 
euneen, der elastischen und zeometrischen Bedin 
euneen eelöst wurde, 

Die Spannungen in Schweißnähten bilden einen 
besonders einfachen Sonderfall der Haftverbin 
duneen im alleemeinen, zu «denen aueh die Nie 
tuneen eezählt werden müssen, Über XNietverbin 
dunzeen siehe auch Arnovljevic, „Zur Kraftvertei- 
lune in zenieteten Stäben“, Österr, Wochenschrift 
f. «dd. öffentl. Baudienst 1908 und „Inanspruchnahme 
der Anschlußnieten elastischer Stäbe“, Zeitschr, f. 
\reh. u. Inz.-Wesen. Hannover 1909. sowie Fil- 
luneer, „Die Bereehnune wenieteter Vollwanil 
träeer*, Akad. d. Wissensch. Wien. 127. Bil.. 
%, Heft. 1918. 

\llen diesen Haftspannungsproblemen ist ge- 
meinsam. daß man Randbedineungeen nur für (die 
Normalspannungen in den stabförmigen 
Körpern. nieht aber für «die Haftspannungen 
hzw. Nietkräfte selbst anzeben kann. Daher ist es 


für den Anzeigenteil: Peter Valerius, Berlin NW 40. 


,abus (Prag) über „Berechnung der Einschwing 
zeit von elektrischen Bandfiltern“. 


Persönliches. 


Am 2. Juli berine Herr Gehr. Prof. Dr. Dr.-Ing. 


e. h.O. Knoblauch, seit dreißig Jahren Leiter 
des Laboratoriums für technische Physik an der 


Teehnisehen Hochschule in München. seinen 7V. 


(seburtstag. Man verdankt ihm und den unter 


seiner Leitung ausgeführten Forschungsarbeiten 
seiner Schüler wesentliche Fortschritte der tech 
nischen Thermodynamik, vor allem Messungs 
resultate über die spezifische Wärme des Wasser 
dampfes, wie sie heute die unentbehrliche Grund 
lare für die Berechnung der Wärmekraftmaschinen 
bilden. 

Herr Dr. Fritz Rehbock hat sich an der 
Universität Bonn für das Fach der angewandten 
Mathematik habilitiert 293. 


DEN HERAUSGEBER 


im Gerensatz zu dem Voreange des Herrn Lock 
sehin zweekmäßiger, aus seinen Gleichungen (1). 
(2) und (3) nicht >, und 2, sondern g, und eine 
der Normalspannungen, etwa 2,» zu eliminieren, 
Man erhält dann sofort die schon von Herrn Ar- 
novljevie verwendete Differential-Gleichung 


d’ 9.; a(A-+-a) 7 
: > ; PPPRE- . - I; 
da? laEw Pxı aku ! 
also 
mx MX , 4 I 
1... eu DE —+- Dst + | ; 
Pxı 1 | 2 ) A " ze 


Für 2=0 ist 9%, >=0, für r=L ist Pxı > 9. Somit 
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wo D, >0 und D,<O ist. Endlich wird 


/ 


Ad Pxı Am | mx mx 
h u = D e z— D.e ). 
x d r a 1 2 


A 


Ks bietet keine Schwierirkeiten, in dieser Weise 
andere Haftfestirkeitsprobleme zu behandeln. Ins 
besondere braucht man für eine unterbrochene 
Schweißung keinen Mittelwert zu verwenden, son 
dern kann auch diese Frage im Sinne der ein- 
dimensionalen Theorie „exakt“ lösen, worüber 
a.a. 0, berichtet werden soll. 

Wien. am 3. Mai 1932. 

P. Fillunger. 281 
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